
ΑΛΓΕΒΡΑ KAI
ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ

Α΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 
(2011-2012)

ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ

ΤΟΜΟΣ 1ος



ΠΡΟΣΑΡΜΟΓΗ ΤΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ 
 ΓΙΑ ΜΑΘΗΤΕΣ ΜΕ ΜΕΙΩΜΕΝΗ ΟΡΑΣΗ

ΙΤΥΕ - ∆ΙΟΦΑΝΤΟΣ

 

 
 

 
 

Η επανέκδοση του παρόντος 
βιβλίου πραγµατοποιήθηκε από 
το Ινστιτούτο Τεχνολογίας 
Υπολογιστών & Εκδόσεων 
«∆ιόφαντος» µέσω ψηφιακής 
µακέτας, η οποία δηµιουργήθηκε 
µε χρηµατοδότηση από το ΕΣΠΑ / 
ΕΠ «Εκπαίδευση & ∆ιά Βίου 
Μάθηση» / Πράξη «ΣΤΗΡΙΖΩ».

Οι διορθώσεις πραγµατοποιήθηκαν 
κατόπιν έγκρισης του ∆.Σ. του 
Ινστιτούτου Εκπαιδευτικής Πολιτικής  

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΕΠΑΝΕΚ∆ΟΣΗΣ



ΠΡΟΣΑΡΜΟΓΗ ΤΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ  
ΓΙΑ ΜΑΘΗΤΕΣ  

ΜΕ ΜΕΙΩΜΕΝΗ ΟΡΑΣΗ
ΙΤΥΕ - ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ 

Η αξιολόγηση, η κρίση  
των προσαρμογών και  
η επιστημονική επιμέλεια  
του προσαρμοσμένου βιβλίου 
πραγματοποιείται από τη Μονάδα 
Ειδικής Αγωγής του Ινστιτούτου 
Εκπαιδευτικής Πολιτικής.

Η προσαρμογή του βιβλίου  
για μαθητές με μειωμένη όραση 
από το ΙΤΥΕ – ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ 
πραγματοποιείται με βάση 
τις προδιαγραφές που έχουν 
αναπτυχθεί από ειδικούς 
εμπειρογνώμονες για το ΙΕΠ.
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ΠΟΛΙΤΙΚΗΣ

ΑΛΓΕΒΡΑ ΚΑΙ
ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΩΝ
Α΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ 
(2011-2012)

ΛΥΣΕΙΣ ΤΩΝ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 

ΤΟΜΟΣ 1ος

Η συγγραφή και η επιστημονική 
επιμέλεια του βιβλίου 
πραγματοποιήθηκε υπό την αιγίδα 
του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου

ΙΝΣΤΙΤΟΥΤΟ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΑΣ 
ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ ΚΑΙ ΕΚΔΟΣΕΩΝ 
«ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ»
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1
ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ

§	�1.1. Δειγματικός χώρος –  
Ενδεχόμενα

Α´	ΟΜΑΔΑΣ
1. �Έστω α, μ, κ τα αποτελέσματα η 

μπάλα να είναι άσπρη, μαύρη και 
κόκκινη αντιστοίχως.Έχουμε:

α
α
μ
κ

α
μ
κ

α
μ
κ

μ

κ

(α, α)
(α, μ)
(α, κ)

(μ, α)
(μ, μ)
(μ, κ)

(κ, α)
(κ, μ)
(κ, κ)

    i) �1η	   2η	  
εξαγωγή	  εξαγωγή	 Αποτέλεσμα
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         �Ω = {(α, α), (α, μ), (α, κ), (μ, α),  
(μ, μ), (μ, κ), (κ, α), (κ, μ), (κ, κ)}

     ii) {(κ, α), (κ, μ), (κ, κ)}
    iii) {(α, α), (μ, μ), (κ, κ)}.

2. i) 1η	  	         2η	 
       εξαγωγή	  εξαγωγή	  Αποτέλεσμα

α
κ
μ

α
κ

α
μ

μ

κ

(α, κ)
(α, μ)

(μ, α)
(μ, κ)

(κ, α)
(κ, μ)

         Ω = �{(α, μ), (α, κ), (μ, α), (μ, κ),  
(κ, α), (κ, μ)}

     ii) {(κ, α), (κ, μ)}
    iii) Ø.
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3. �i) �Ω = {(Κύπρος, αεροπλάνο), 
(Μακεδονία, αυτοκίνητο), (Μα-
κεδονία, τρένο), (Μακεδονία, 
αεροπλάνο)}.

   �ii) �Α = {(Κύπρος, αεροπλάνο), (Μα-
κεδονία, αεροπλάνο)}.

4. �i) �Αν συμβολίσουμε καθεμία από 
τις επιλογές με το αρχικό της 
γράμμα, έχουμε το παρακάτω 
δεντροδιάγραμμα:
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Κύριο πιάτο	 Συνοδευτικό

κ

φ

μ

ρ

χ

μ

ρ

χ
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(κ, μ, π)
(κ, μ, τ)
(κ, μ, ζ)
(κ, ρ, π)
(κ, ρ, τ)
(κ, ρ, ζ)
(κ, χ, π)
(κ, χ, τ)
(κ, χ, ζ)
(φ, μ, π)
(φ, μ, τ)
(φ, μ, ζ)
(φ, ρ, π)
(φ, ρ, τ)
(φ, ρ, ζ)
(φ, χ, π)
(φ, χ, τ)
(φ, χ, ζ)

Γλυκό	 Αποτέλεσμα

π
τ
ζ
π
τ
ζ
π
τ
ζ
π
τ
ζ
π
τ
ζ
π
τ
ζ
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Το σύνολο που έχει ως στοιχεία τις 
18 τριάδες της στήλης “αποτέλεσμα” 
αποτελεί το δειγματικό χώρο του πει-
ράματος:
   �ii) �Α = {(κ, μ, π), (κ, ρ, π), (κ, χ, π),  

(φ, μ, π), (φ, ρ, π), (φ, χ, π)}
   iii) �Β = {(κ, μ, π), (κ, μ, τ), (κ, μ, ζ),  

(κ, ρ, π), (κ, ρ, π), (κ, ρ, ζ), (κ, χ, 
π), (κ, χ, τ), (κ, χ, ζ)}

   iv) A B = {(κ, μ, π), (κ, ρ, π), (κ, χ, π)}
    v) �Γ = {(κ, ρ, π), (κ, ρ, τ), (κ, ρ, ζ),  

�(φ, ρ, π), (φ, ρ, τ), (φ, ρ, ζ)} 
(A ∩B) ∩ Γ = {(κ, ρ, π)}.

5. i) �Ω = {(0, α), (0, β), (0, γ), (0, δ),  
(1, α), (1, β), (1, γ), (1, δ)}

   ii) Α = {(0, γ), (0, δ)}
   iii) Β = {(0, α), (0, β), (1, α), (1, β)}
   iv) Γ = {(1, α), (1, β), (1, γ), (1, δ)}.
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6.�i) �Α = {3}, Β = {2, 4, 6}, A B  = Ø, 
άρα τα Α και Β είναι ασυμβίβα-
στα.

  ii) �Επειδή υπάρχουν και Έλληνες 
καθολικοί, αυτό σημαίνει ότι 
A B  Ø, δηλαδή τα Α και Β 
δεν είναι ασυμβίβαστα.

 iii) �Επειδή υπάρχουν γυναίκες άνω 
των 30, που να είναι 30 χρόνια 
παντρεμένες, αυτό σημαίνει ότι 
A B  Ø.

 iv) �A B = Ø, άρα τα Α και Β είναι 
ασυμβίβαστα.
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Ω
 =

  �{
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α β α β

1
. 1
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 π
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Ω
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α
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, α
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, α
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, β
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.
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β
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2. �Τα αποτελέσματα της ρίψης δύο 
ζαριών φαίνονται στον παρακά-
τω πίνακα διπλής εισόδου.

2η ρίψη 

1η ρίψη 1 2

1 (1, 1) (1, 2)

2 (2, 1) (2, 2)

3 (3, 1) (3, 2)

4 (4, 1) (4, 2)

5 (5, 1) (5, 2)

6 (6, 1) (6, 2)



15 / 7

3 4 5 6

(1, 3) (1, 4) (1, 5) (1, 6)

(2, 3) (2, 4) (2, 5) (2, 6)

(3, 3) (3, 4) (3, 5) (3, 6)

(4, 3) (4, 4) (4, 5) (4, 6)

(5, 3) (5, 4) (5, 5) (5, 6)

(6, 3) (6, 4) (6, 5) (6, 6)

�
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Άρα
Α = �{(2, 1), (3, 1), (3, 2), (4, 1), (4, 2), 

(4, 3), (5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4), 
(6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5)}.

Β = �{(1, 1), (1, 3), (1, 5), (2, 2), (2, 4), 
(2, 6), (3, 1), (3, 3), (3, 5), (4, 2), 
(4, 4), (4, 6), (5, 1), (5, 3), (5, 5), 
(6, 2), (6, 4), (6, 6)}.

Γ = �{(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), 
(2, 2), (3, 1), (4, 1)}.

A A B B = �{(3, 1), (4, 2), (5, 1), (5, 3),  
(6, 2), (6, 4)}. 

A A B Γ = {(2, 1), (3, 1), (4, 1)}.
(A A B B) A B Γ = {(3, 1)}.
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§ 1.2. Έννοια της πιθανότητας
Α´ ΟΜΑΔΑΣ

1.	�i) Η τράπουλα έχει 4 πεντάρια και 
επομένως η ζητούμενη πιθανό-

τητα είναι ίση με 
  
4
52

=
1

13
.

  �ii) �Το ενδεχόμενο είναι το αντίθετο 
του ενδεχομένου του προηγού-
μενου ερωτήματος. Άρα η ζητού-
μενη πιθανότητα είναι ίση με 

  
1−

4
52

=
48
52

=
12
13

.

2. �Αν Γ το αποτέλεσμα “γράμματα” 
και Κ το αποτέλεσμα “κεφαλή”,  
ο δειγματικός χώρος του πειρά-
ματος είναι Ω = {ΚΓ, ΓΚ, ΚΚ, ΓΓ} 
και υπάρχει μια ευνοϊκή περί-
πτωση, η ΓΓ. Άρα η ζητούμενη 

πιθανότητα είναι 
 

1
4

.
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3. �Tο κουτί έχει συνολικά  
10  15  5  10 = 40 μπάλες.

	 i)	�Οι μαύρες μπάλες είναι 15. Άρα 
η πιθανότητα να είναι η μπάλα 

μαύρη 
 

15
40

.

   ii) �Υπάρχουν 10 άσπρες και 15 
μαύρες μπάλες. Άρα η ζητού-
μενη πιθανότητα είναι ίση με 

  
10 + 15

40
=

25
40

.

  iii) �Το να μην είναι η μπάλα ούτε 
κόκκινη ούτε πράσινη, σημαί-
νει ότι μπορεί να είναι άσπρη ή 
μαύρη. Άρα η ζητούμενη πιθα-

νότητα είναι ίση με 
  
10 + 15

40
=

25
40

.
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4. �Η τάξη έχει συνολικά  
4  11  9  3  2  1 = 30 μαθητές. 
Για να έχει η οικογένεια ενός μα-
θητή 3 παιδιά, πρέπει ο μαθητής 
αυτός να έχει δηλώσει ότι έχει 2 
αδέλφια. Επειδή 9 μαθητές δήλω-
σαν ότι έχουν 2 αδέλφια, η ζητού-

μενη πιθανότητα είναι 
 
9

30
.

5. �Έχουμε �Ω = �{10, 11, 12, 13, 14, 15, 
16, 17, 18, 19, 20},

     Α = {12, 15, 18} και 	
     Β = {12, 16, 20}. Επομένως

	 i)	�P(A) P( ) =
3

11
P(Α) =

3
11

. ii) Έχουμε P(B) 
 
P(Β) =

3
11

, 
	  

άρα P(B') P(Β') = 1−
3
11

=
8
11

.
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6. �Αν Λ, Π και Ν είναι τα ενδεχόμενα 
να κερδίσουν ο Λευτέρης, ο Παύ-
λος και ο Νίκος αντιστοίχως, τότε 

�P(Λ) 
 
P(Λ) =

30
100

, P(Π) 
 
P(Π) =

20
100

 και  
�

    P(Ν) 
 
P(Ν) =

40
100

.

    �Επειδή τα ενδεχόμενα είναι ασυμ-
βίβαστα έχουμε:

	 i)	P(Λ
 
P(Λ ∪ Π) = P(Λ) + P(Π) =

30
100

+
20

100
=

50
100

Π) �= P(Λ)  P(Π) = 

 
P(Λ ∪ Π) = P(Λ) + P(Π) =

30
100

+
20

100
=

50
100

,  
 
δηλαδή 50%.

	 ii)	P(Λ
 
P(Λ ∪ Π) = P(Λ) + P(Π) =

30
100

+
20

100
=

50
100

Ν)' �= 1  P(Λ
 
P(Λ ∪ Π) = P(Λ) + P(Π) =

30
100

+
20

100
=

50
100

Ν) = 
= 1  P(Λ)  P(Ν) =

 
P(Λ ∪ Ν)' = 1− P(Λ ∪ Ν) = 1− P(Λ) − P(Ν) = 1−

30
100

−
40

100
=

30
100

,  
 
δηλαδή 30%.
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7. �Έχουμε διαδοχικά 
P(Α)  P(Β)  P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β) = P(Α

 
P(Λ ∪ Π) = P(Λ) + P(Π) =

30
100

+
20

100
=

50
100

Β)  

 

17
30

+
7

15
− P(Α ∩ Β) =

2
3

  P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β) = 
 

17
30

+
7

15
− P(Α ∩ Β) =

2
3

   

P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β) = 
  
P(Α ∩Β) =

17
30

+
7

15
−

2
3

=
17
30

+
14
30

−
20
30

=
11
30 

 

  
P(Α ∩Β) =

17
30

+
7

15
−

2
3

=
17
30

+
14
30

−
20
30

=
11
30

.

8. �Έχουμε διαδοχικά  
P(Α)  P(Β)  P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β) = P(Α

 
P(Λ ∪ Π) = P(Λ) + P(Π) =

30
100

+
20

100
=

50
100

Β)  

 

1
2

+ P(Β) −
1
3

=
5
6

  P(Β)  
 

1
2

+ P(Β) −
1
3

=
5
6

  
 

P(Β) = 
  
P(Β) =

5
6

+
1
3

−
1
2

=
5
6

+
2
6

−
3
6

=
4
6

=
2
3

.

9. �Έχουμε διαδοχικά  
P(Α)  P(Β)  P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β) = P(Α

 
P(Λ ∪ Π) = P(Λ) + P(Π) =

30
100

+
20

100
=

50
100

Β) 
                   2P(Α)  0,2 = 0,6 
                           2P(Α) = 0,8 
                               P(Α) = 0,4 .
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10. �Έχουμε διαδοχικά  
P(Α
 
P(Λ ∪ Π) = P(Λ) + P(Π) =

30
100

+
20

100
=

50
100

Β) = P(Α)  P(Β)  P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β) = 

 
=

1
2

+ 1−
2
3







 −

1
12

 = 

 
=

1
2

+
1
3

−
1

12
 = 

  
=

6
12

+
4

12
−

1
12

=
9

12
=

3
4

.

11. �Έχουμε 
P(Α
 
P(Λ ∪ Π) = P(Λ) + P(Π) =

30
100

+
20

100
=

50
100

Β)  P(Α)  P(Β)  
 P(Α)  P(Β)  P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β)   

 P(Α)  P(Β)  
 0  P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β) που ισχύει.
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12�. �Έστω Α το ενδεχόμενο να έχει 
κάρτα D και Β το ενδεχόμενο να 
έχει κάρτα V.  

Έχουμε P(Α) 
 
P(Α) =

25
100

, P(Β) 
 
P(Β) =

55
100

, 

	�P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β) 
 
P(Α ∩Β) =

15
100

. Επομένως

       �P(Α
 
P(Λ ∪ Π) = P(Λ) + P(Π) =

30
100

+
20

100
=

50
100

Β) = P(Α)  P(Β)  P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β) = 

	
 
=

25
100

+
55

100
−

15
100

=
65

100
,  

	δηλαδή 65%.
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13. �Έστω Α το ενδεχόμενο να έχει 
υπέρταση και Β το ενδεχόμενο να 
έχει στεφανιαία νόσο. Έχουμε 

P(Α) 
 
P(Α) =

10
100

, P(Β) 
 
P(Β) =

6
100

 και 

	P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β) 
 
P(Α ∩Β) =

2
100

. 
 
α) �Έχουμε 

�P(Α
 
P(Λ ∪ Π) = P(Λ) + P(Π) =

30
100

+
20

100
=

50
100

Β) =  
= P(Α)  P(Β)  P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β) = 

 
=

10
100

+
6

100
−

2
100

=
14
100

,   

δηλαδή 14%.

		  A − B

Ω

A B

B − A
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�β) �Το ενδεχόμενο να έχει το άτομο 
μόνο μια ασθένεια είναι το  
(Α  Β)

 
P(Λ ∪ Π) = P(Λ) + P(Π) =

30
100

+
20

100
=

50
100

(B  A). Τα ενδεχόμενα 
(Α  Β) και (B  A) είναι ασυμβί-
βαστα. Επομένως 
P (Α  Β)

 
P(Λ ∪ Π) = P(Λ) + P(Π) =

30
100

+
20

100
=

50
100

(B  A)  = 
= P(Α  Β)  P(B  A) = 
= P(Α)  P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β)  P(B)   
    P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β) = 
= P(Α)  P(B)  2P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β) =

 
=

10
100

+
6

100
−

4
100

=
12
100

,   

δηλαδή 12%.
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14. �Έστω Α το ενδεχόμενο να μαθαί-
νει αγγλικά και Β το ενδεχόμενο  
να μαθαίνει γαλλικά. Έχουμε 

P(Α) = 
 
P(Α) =

80
100

, P(Β) = 
 
P(Β) =

30
100

 και 

P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β) = 
 
P(Α ∩ Β) =

20
100

. 
 

Άρα P (Α
 
P(Λ ∪ Π) = P(Λ) + P(Π) =

30
100

+
20

100
=

50
100

Β)'  = 1  P(Α
 
P(Λ ∪ Π) = P(Λ) + P(Π) =

30
100

+
20

100
=

50
100

Β) =  

= 1  P(Α)  P(B)  P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β) =  

 
= 1−

80
100

−
30

100
+

20
100

=
10
100

, 

δηλαδή 10%.
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Β´ ΟΜΑΔΑΣ
1. �i) �P(Α

 
P(Λ ∪ Π) = P(Λ) + P(Π) =

30
100

+
20

100
=

50
100

Β) =  
= P(Α)  P(Β)  P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β) = 

  P(Α ∪ Β) = P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = ν + ν − ν κ + λ – μ

   ii) �P (Α
 
P(Λ ∪ Π) = P(Λ) + P(Π) =

30
100

+
20

100
=

50
100

Β)'  = 1  P(Α
 
P(Λ ∪ Π) = P(Λ) + P(Π) =

30
100

+
20

100
=

50
100

Β) =  
  P(Α ∪ Β) = P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = ν + ν − ν 1 – κ – λ + μ

  iii) �P (Α  Β)
 
P(Λ ∪ Π) = P(Λ) + P(Π) =

30
100

+
20

100
=

50
100

(B  A)  = 
= P(Α  Β)  P(B  A) = 
= P(Α)  P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β)   
    P(Β)  P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β) = 
= P(Α)  P(Β)  2P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β) = 
= κ + λ – 2μ.
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2. �Αν Α και Β τα ενδεχόμενα να μην 
έχει ένα νοικοκυριό τηλεόραση 
και Βίντεο αντιστοίχως, θα είναι 

P(Α) = 
 
P(Α) =

15
100

 και P(Β) = 
 
P(Β) =

40
100

 και  

P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β) = 
 
P(Α ∩Β) =

10
100

.

�Επομένως η ζητούμενη πιθανότη-
τα θα είναι: 
P (Α
 
P(Λ ∪ Π) = P(Λ) + P(Π) =

30
100

+
20

100
=

50
100

Β)'  = 1  P(Α
 
P(Λ ∪ Π) = P(Λ) + P(Π) =

30
100

+
20

100
=

50
100

Β) = 
= 1  [P(Α)  P(Β)  P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β)] = 

 
= 1−

15
100

+
40

100
−

10
100







 = 1−

45
100

=
55

100 

 
= 1−

15
100

+
40

100
−

10
100







 = 1−

45
100

=
55

100
,  

 
δηλαδή 55%.
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3. �Έχουμε διαδοχικά  

	
P(Α)
P(Α')

 
 

P(Α)
P(Α’)

=
3
4

 
 

	
P(Α)

1  P(Α)
 

 

P(Α)
P(Α’)

=
3
4

 

	4P(Α) = 3  3P(Α) 

	7P(Α) = 3, 

	P(Α) = 
  
P(Α) =

3
7

, P(Α') = 1  P(Α) = P(Α') = 1− P(Α) =
4
7

.

4. �Αν P(Α) = x, τότε P(Α') = 1  x, 
όπου 0  x  1. 
Έχουμε  

1
P(Α)

  
1

P(Α')
  4  

1
x

  
1

1  x
  4  

 

	1  x  x  4x(1  x) 	 
	 	1  x  x  4x  4x2  
	 	4x2  4x  1  0 	  
	  (2x  1)2  0 	 που ισχύει.
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5. • �Έχουμε  
P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β) Α∩Β⊆ Α Α 
P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β)  P(Α)  
P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β)  0,6 			   (1)

    • �Έχουμε 
P(Α
 
P(Λ ∪ Π) = P(Λ) + P(Π) =

30
100

+
20

100
=

50
100

Β)  1 
P(Α)  P(Β)  P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β)  1 
0,6  0,7  P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β)  1 
0,6  0,7  1  P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β)  
0,3  P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β) 			   (2) 
από τις (1) και (2) προκύπτει 
ότι: 
0,3  P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β)  0,6. 

6. �P(Β)  P(Α')  P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β)  
 P(Β)  1  P(Α)  P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β)  
 P(Β)  P(Α)  P(Α P(Α) + P(Β) − P(Α ∩ Β) = P(Α ∪ Β)Β)  1  
 P(Α
 
P(Λ ∪ Π) = P(Λ) + P(Π) =

30
100

+
20

100
=

50
100

Β)  1 που ισχύει.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2
ΟΙ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ

§ �2.1. Οι πράξεις και  
οι ιδιότητές τους

Α´ ΟΜΑΔΑΣ
1. �Έχουμε

    i) �A =
(xy3)4

(x2 2y3)
:

y−1

x3











3

=
x4y12

x4y6 ⋅
x9

y−3= y6 ⋅
x9

y−3 = y9 ⋅ x9 = (xy)9
 

 

A =
(xy3)4

(x2 2y3)
:

y−1

x3











3

=
x4y12

x4y6 ⋅
x9

y−3= y6 ⋅
x9

y−3 = y9 ⋅ x9 = (xy)9

 

   ii) �Για x = 2010 και 
 
y =

1
2010

 
 
έχουμε x y = 1 οπότε  
Α = 19 = 1.
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2.	�Έχουμε A =
x
y








2

:
1

x3y7













2

=
x2

y2 ⋅x
3y7









2

= x5 ⋅y5( )2 = (xy)10
 

	

A =
x
y








2

:
1

x3y7













2

=
x2

y2 ⋅x
3y7









2

= x5 ⋅y5( )2 = (xy)10

 
	� Για x = 0,4 και y = 2,5 είναι  

xy = 1 οπότε Α = ( 1)10 = 1.

3.	�i) �10012 999 (10012− 999)− (1001 999) 2 2000 4.000+= = =⋅ 
10012 999 (10012− 999)− (1001 999) 2 2000 4.000+= = =⋅ 

10012 999 (10012− 999)− (1001 999) 2 2000 4.000+= = =⋅ .
   ii) �99 101 (100⋅ 1)− 1− 1−(100 1) 1002 10000 9.999+= = = = 

99 101 (100⋅ 1)− 1− 1−(100 1) 1002 10000 9.999+= = = = .

  iii) �(7,23)2 − (4,23)2

11,46
=

(7,23 + 4,23)(7,23 − 4,23)
11,46

=
11,46 ⋅3
11,46

= 3      
(7,23)2 − (4,23)2

11,46
=

(7,23 + 4,23)(7,23 − 4,23)
11,46

=
11,46 ⋅3
11,46

= 3 
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(7,23)2 − (4,23)2

11,46
=

(7,23 + 4,23)(7,23 − 4,23)
11,46

=
11,46 ⋅3
11,46

= 3

4.	�i) �Έχουμε 
2 − =

=

+ +(α α+β) ( (α )α 2 2

α2 α2

β +β2

+ β2 − =β2

22− −β 2αβ

+ −2αβ + 2αβ 4αβ

− 2αβ)  
2 − =

=

+ +(α α+β) ( (α )α 2 2

α2 α2

β +β2

+ β2 − =β2

22− −β 2αβ

+ −2αβ + 2αβ 4αβ

− 2αβ)  = 

2 − =

=

+ +(α α+β) ( (α )α 2 2

α2 α2

β +β2

+ β2 − =β2

22− −β 2αβ

+ −2αβ + 2αβ 4αβ

− 2αβ)

 

2 − =

=

+ +(α α+β) ( (α )α 2 2

α2 α2

β +β2

+ β2 − =β2

22− −β 2αβ

+ −2αβ + 2αβ 4αβ

− 2αβ)

   ii) �Σύμφωνα με το ερώτημα (i): 

� 

999
1000

+
1000
999









2

−
999

1000
−

1000
999









2

= 4
999

1000
⋅
1000
999

= 4
 

 

999
1000

+
1000
999









2

−
999

1000
−

1000
999









2

= 4
999

1000
⋅
1000
999

= 4

5. i) �Έχουμε 

 α
2 − (α−1)(α+1) = α2 − (α2 −1) = α2 − α2 +1= 1 

 α
2 − (α−1)(α+1) = α2 − (α2 −1) = α2 − α2 +1= 1

   ii) �Αν εφαρμόσουμε το ερώτημα (i) 
για α = 1,3265 η τιμή που προκύ-
πτει για την παράσταση είναι 1.
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6. �Έστω v και v  1 δύο διαδοχικοί 
φυσικοί αριθμοί: 
Τότε έχουμε 

 (v +1)2 − v2 = (v +1− v)(v +1+ v) = (v +1) + v 

 (v +1)2 − v2 = (v +1− v)(v +1+ v) = (v +1) + v

7. �Ισχύει 

 2
ν + 2ν+1+ 2ν+2= 2ν(1+ 2 + 22) = 2ν ⋅7

Β´ ΟΜΑΔΑΣ
1. �Αν παραγοντοποιήσουμε αριθμη-

τή και παρονομαστή 
Έχουμε

     �i) �
 

α3 − 2α2 + α

α2 − α
=

α(α2− 2α+1)
α(α−1)

=
(α−1)2

α−1
= α−1 

 

 

α3 − 2α2 + α

α2 − α
=

α(α2− 2α+1)
α(α−1)

=
(α−1)2

α−1
= α−1

    ii) 
 

α2 − α+ 2α− 2

α2 −1
=

α(α−1) + 2(α−1)
(α−1)(α+1)

=
(α−1)(α+ 2)
(α−1)(α+1)

=
α+ 2
α+1 
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α2 − α+ 2α− 2

α2 −1
=

α(α−1) + 2(α−1)
(α−1)(α+1)

=
(α−1)(α+ 2)
(α−1)(α+1)

=
α+ 2
α+1

2.	�Έχουμε 

i) �
 
α−

1
α









2

⋅
α3 + α2

(α+1)3 = =
α2 −1

α











2

⋅
α2(α+1)

(α+1)3 
 

 
α−

1
α









2

⋅
α3 + α2

(α+1)3 = =
α2 −1

α











2

⋅
α2(α+1)

(α+1)3
 

 
=

(α−1)2(α+1)2

α2 ⋅
α2

(α+1)2 = (α−1)2

   ii) �
 

α2 + α+1
α+1

⋅
α2 −1

α3 −1
=

α2 + α+1
α+1

⋅
(α−1)(α+1)

(α−1)(α2 + α+1)
= 1 

 

α2 + α+1
α+1

⋅
α2 −1

α3 −1
=

α2 + α+1
α+1

⋅
(α−1)(α+1)

(α−1)(α2 + α+1)
= 1
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3. �Έχουμε 

i) 
 
(x + y)2 1

x
+

1
y









−2

= (x + y)2 y + x
xy








−2

= (x + y)2 xy
x + y









2

= (xy)2 = x2y2
 

    
(x + y)2 1

x
+

1
y









−2

= (x + y)2 y + x
xy








−2

= (x + y)2 xy
x + y









2

= (xy)2 = x2y2

    ii) �

 

x + y

x − y
⋅

x−1− y−1

x−2− y−2 =
x + y

x − y
⋅

1

x
−

1

y
1

x2 −
1

y2

= =
x + y

x − y
⋅

1

x
−

1

y









1

x
−

1

y









1

x
+

1

y









 
 
 

 

x + y

x − y
⋅

x−1− y−1

x−2− y−2 =
x + y

x − y
⋅

1

x
−

1

y
1

x2 −
1

y2

= =
x + y

x − y
⋅

1

x
−

1

y









1

x
−

1

y









1

x
+

1

y









 

 

=
x + y
x − y

⋅ 1
y + x
xy

=
x + y
x − y

⋅ xy
x + y

=
xy

x − y
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4.	Έχουμε 
 

x3 + y3

x2 − y2









 :

x2

x − y
− y









 = =

(x + y)(x2 − xy + y2)
(x − y)(x + y)

:
x2 − xy + y2

x − y

	 

x3 + y3

x2 − y2









 :

x2

x − y
− y









 = =

(x + y)(x2 − xy + y2)
(x − y)(x + y)

:
x2 − xy + y2

x − y

	  
=

x2 − xy + y2

x − y
⋅

x − y

x2 − xy + y2 = 1

5.	�i) �α΄ τρόπος: Με γενίκευση της ιδι-
ότητας 1iv) των αναλογιών (βλ. 
εφαρμογή 1, σελ. B, 24) έχουμε 

α
β

=
β
γ

=
γ
α

=
α + β + γ
β + γ + α

= 1, 
 
οπότε α = β = γ. 

�β́  τρόπος: Θέτουμε 
α
β

=
β
γ

=
γ
α

= k, 
οπότε έχουμε 
 α = kβ,  β = kγ  και  γ = kα	(1)

�
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	� Αν, τώρα, προσθέσουμε κατά 
μέλη τις ισότητες (1), βρίσκουμε

	  α+ β + γ = k(α+ β + γ) 
	� οπότε έχουμε k = 1  

(αφού α  β  γ  0, διότι τα α, β, γ 
είναι μήκη πλευρών τριγώνου).

	� Έτσι, από τις ισότητες (1) προκύ-
πτει ότι α = β = γ και άρα το τρίγω-
νο είναι ισόπλευρο.

	� γ΄ τρόπος: Η συγκεκριμένη άσκη-
ση μπορεί να αποδειχθεί, μετά τη 
διδασκαλία της § 1.3, ως εξής:

	� Πολλαπλασιάζουμε κατά μέλη τις 
ισότητες (1), οπότε έχουμε αβγ = k3 
(αβγ) και, επειδή αβγ  0, θα είναι  
k3 = 1 και άρα k = 1. Έτσι, από τις 
ισότητες (1) προκύπτει ότι α = β = γ.

	� Σχόλιο: Ο συγκεκριμένος τρόπος 
μπορεί να εφαρμοσθεί και όταν τα 
α, β, γ είναι οποιοιδήποτε πραγμα-
τικοί αριθμοί, διαφορετικοί του μη-
δενός, ενώ για τους δύο πρώτους 
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τρόπους απαιτείται στην περί-
πτωση αυτή να αποδειχτεί ότι  
α  β  γ  0.

	� ii) �α΄ τρόπος: Έχουμε α  β = β  γ 
(1) και α  β = γ  α (2), οπότε, αν 
προσθέτουμε κατά μέλη τις ισό-
τητες (1) και (2) προκύπτει ότι 
 2α− 2β = β − α ⇒ 3α = 3β ⇒ α = β  
Έτσι, από την ισότητα (1) βρί-
σκουμε ότι και β = γ.  
Άρα α = β = γ οπότε το τρίγωνο 
είναι ισόπλευρο. 
�β΄ τρόπος: Θέτουμε  
α  β = β  γ = γ  α = k, οπότε 
έχουμε 
α  β = k, β  γ = k και γ  α = k (2) 
Αν τώρα προσθέσουμε κατά 
μέλη τις ισότητες (2), βρίσκουμε 
ότι k = 0, οπότε, λόγω των ισο-
τήτων αυτών, είναι α = β = γ και 
άρα το τρίγωνο είναι ισόπλευρο.
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6.	�Αν x και y είναι οι διαστάσεις του 
ορθογωνίου, τότε θα ισχύει 
L = 2x  2y και Ε = xy  
οπότε, λόγω της υπόθεσης, θα 
έχουμε 
2x  2y = 4α και xy = α2 

και άρα 
y = 2α  x (1) και xy = α2 (2) 
Λόγω της (1), η (2) γράφεται ισο-
δύναμα: 
x(2α − x) = α2⇔ ⇔⇔2αx −x2= α2 x2− 2αx + α2 = 0 

x(2α − x) = α2⇔ ⇔⇔2αx −x2= α2 x2− 2αx + α2 = 0  

 ⇔ (x − α)2 = 0 ⇔ x − α = 0 ⇔ x = α  
Έτσι από την (1) έχουμε ότι και  
y = α και άρα το ορθογώνιο είναι 
τετράγωνο.
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7.	�Θα εργασθούμε με τη μέθοδο της 
απαγωγής σε άτοπο.

	� i) �Ας υποθέσουμε ότι α  β = γ ∈ . 
Τότε θα είναι β = γ  α ∈  (ως δι-
αφορά ρητών), που είναι άτοπο.

   ii) �Ας υποθέσουμε ότι αβ = γ ∈ . 

Τότε θα είναι β = β =
γ
α   ∈  (ως   

πηλίκο ρητών), που είναι άτοπο.

§ �2.2. Διάταξη πραγματικών  
αριθμών

Α´ ΟΜΑΔΑΣ
1.	�i) �Είναι 

 α
2 + 9 ≥ 6α ⇔ α2 − 6α+ 9 ≥ 0 ⇔ (α− 3)2 ≥ 0 

 α
2 + 9 ≥ 6α ⇔ α2 − 6α+ 9 ≥ 0 ⇔ (α− 3)2 ≥ 0 που ισχύει.

  ii) �Είναι  2(α2 + β2) ≥ (α+ β)2 ⇔ ⇔2α2 + 2β2 ≥ α2 + β2 + 2αβ 

 2(α2 + β2) ≥ (α+ β)2 ⇔ ⇔2α2 + 2β2 ≥ α2 + β2 + 2αβ  
 ⇔ ⇔2α2 + 2β2 − α2 − β2 −2αβ ≥ 0  
 ⇔ ⇔α2 + β2 − 2αβ ≥ 0  

 ⇔ (α− β)2 ≥ 0 , που ισχύει.
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2.	�Έχουμε  α2 + β2 − 2α+1≥ 0 ⇔ ⇔α2 − 2α+1+ β2 ≥ 0 
 α2 + β2 − 2α+1≥ 0 ⇔ ⇔α2 − 2α+1+ β2 ≥ 0  

 ⇔ (α−1)2 + β2 ≥ 0 που ισχύει. 
Η ισότητα ισχύει για α = 1 και β = 0.

3.	�i) �Ισχύει  (x − 2)2 + (y +1)2 = 0 ⇔ x − 2 = 0  

 (x − 2)2 + (y +1)2 = 0 ⇔ x − 2 = 0 και y  1 = 0  
 ⇔ x = 2  και y = 1.

   ii) �Έχουμε x2 + y2 − 2x + 4y + 5 = 0 ⇔ x2 − 2x +1+ y2 + 4y + 4 = 0
x2 + y2 − 2x + 4y + 5 = 0 ⇔ x2 − 2x +1+ y2 + 4y + 4 = 0  

 ⇔ (x −1)2 + (y + 2)2 = 0  
 ⇔ x −1= 0  και y  2 = 0  
 ⇔ x = 1 και y = 2.
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4.	�i) �Προσθέτουμε κατά μέλη τις ανι-
σότητες 
4,5  x  4,6 και 5,3  y  5,4 
οπότε έχουμε 
4,5  5,3  x  y  4,6  5,4 
δηλαδή 9,8  x  y  10.

   ii) �Από τη δεύτερη ανισότητα προ-
κύπτει 

5,4  y  5,3  
και προσθέτουμε κατά μέλη με 
την 4,5  x  4,6 οπότε έχουμε 

 4,5 − 5,4 < x − y < 4,6 − 5,3 ⇔ −0,9 < x − y < −0,7 
 4,5 − 5,4 < x − y < 4,6 − 5,3 ⇔ −0,9 < x − y < −0,7.

  iii) �Ισχύει 5,3  y  5,4 οπότε 

1
5,3

>
1
y

>
1

5,4
⇔

1
5,4

<
1
y

<
1

5,3  
και άρα 

4,5 ⋅
1

5,4
< x ⋅

1
y

< 4,6 ⋅
1

5,3
⇔

45
54

<
x
y

<
46
53 

 
4,5 ⋅

1
5,4

< x ⋅
1
y

< 4,6 ⋅
1

5,3
⇔

45
54

<
x
y

<
46
53
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   iv) �Επειδή τα μέλη των ανισοτή-
των είναι θετικοί αριθμοί μπο-
ρούμε να υψώσουμε στο τε-
τράγωνο, οπότε έχουμε 

 (4,5)2 < x2 < (4,6)2 ⇔ 20,25 < x2 < 21,16 

 (4,5)2 < x2 < (4,6)2 ⇔ 20,25 < x2 < 21,16 και 

 (5,3)2 < y2 < (5,4)2 ⇔ 28,09 < y2 < 29,16 

 (5,3)2 < y2 < (5,4)2 ⇔ 28,09 < y2 < 29,16  
προσθέτουμε κατά μέλη οπότε 
20,25 + 28,09 < x2 + y2< 21,16 + 29,16 ⇔ 48,34 < x2 + y2 < 50,32 

20,25 + 28,09 < x2 + y2< 21,16 + 29,16 ⇔ 48,34 < x2 + y2 < 50,32.
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5. 
x

y y − 0,1

x + 0,2
 
 
 
	� Για το x έχουμε: 

 2 + 0,2 < x + 0,2 < 3 + 0,2 ⇔ 2,2 < x + 0,2 < 3,2 
 2 + 0,2 < x + 0,2 < 3 + 0,2 ⇔ 2,2 < x + 0,2 < 3,2, (1) 

Για το y έχουμε: 

 3 − 0,1< y − 0,1< 5 − 0,1⇔ 2,9 < y − 0,1< 4,9 

 3 − 0,1< y − 0,1< 5 − 0,1⇔ 2,9 < y − 0,1< 4,9, (2)
	� i) �Η περίμετρος τότε γίνεται 

 Π = 2(x + 0,2) + 2(y − 0,1) = 2(x + y + 0,1) 
 Π = 2(x + 0,2) + 2(y − 0,1) = 2(x + y + 0,1)  

Προσθέτοντας τις (1) και (2) έχου-
με  5,1< x + y + 0,1< 8,1 οπότε 

 2 ⋅5,1< 2(x + y + 0,1) < 2 ⋅8,1⇔ 10,2 < Π < 16,2 
 2 ⋅5,1< 2(x + y + 0,1) < 2 ⋅8,1⇔ 10,2 < Π < 16,2.

   ii) �Το εμβαδόν του ορθογωνίου γί-
νεται 

 E = (x + 0,2)(y − 0,1)
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	� Πολλαπλασιάζουμε τις (1) και (2) 
κατά μέλη οπότε έχουμε 
2,2 ⋅2,9 < (x + 0,2)(y − 0,1)<3,2 ⋅4,9⇔6,38 < E < 15,68 

2,2 ⋅2,9 < (x + 0,2)(y − 0,1)<3,2 ⋅4,9⇔6,38 < E < 15,68 .

6.	�Επειδή  (1+ α)(1+ β) > 0 έχουμε 

 

α
1+ α

<
β

1+ β
⇔ ⇔

α
1+ α

(1+ α)(1+ β) <
β

1+ β
(1+ α)(1+ β)

 

 

α
1+ α

<
β

1+ β
⇔ ⇔

α
1+ α

(1+ α)(1+ β) <
β

1+ β
(1+ α)(1+ β)

 
 ⇔ ⇔α(1+ β) < β(1+ α)  
 ⇔ α+ αβ < β + αβ ⇔ α < β, που 
ισχύει.

7. �Ισχύει  5 − x < 0 οπότε κατά την 
απλοποίησή του η ανισότητα αλ-
λάζει φορά.  
Έτσι το σωστό είναι 

 x(5 − x) > (5 + x)(5 − x) ⇔ x < 5 + x ⇔ 0 < 5 
 x(5 − x) > (5 + x)(5 − x) ⇔ x < 5 + x ⇔ 0 < 5, που ισχύει.
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Β´ ΟΜΑΔΑΣ
1.	�i) �Επειδή οι α, β, γ είναι θετικοί, 

έχουμε 

α+ γ
β + γ

>
α
β

⇔ (α+ γ)β > α(β + γ) ⇔ ⇔αβ + βγ > αβ + αγ
 

α+ γ
β + γ

>
α
β

⇔ (α+ γ)β > α(β + γ) ⇔ ⇔αβ + βγ > αβ + αγ  

 
⇔ βγ > αγ ⇔ β > α ⇔

α
β

< 1,  
 
που ισχύει.

   ii) �Ομοίως 

 

α+ γ
β + γ

<
α
β

⇔ ⇔(α+ γ)β < α(β + γ) ⇔αβ + βγ < αβ + αγ
 

 

α+ γ
β + γ

<
α
β

⇔ ⇔(α+ γ)β < α(β + γ) ⇔αβ + βγ < αβ + αγ
 

 
⇔ βγ < αγ ⇔ β < α ⇔

α
β

> 1,  
 
που ισχύει.
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2.	�Ισχύει  α+ β > 1+ αβ ⇔ ⇔α + β − αβ −1> 0 
 α+ β > 1+ αβ ⇔ ⇔α + β − αβ −1> 0  

 ⇔ ⇔α(1− β) − (1− β) > 0  
 ⇔ (α−1)(1− β) > 0, που ισχύει, 
αφού α  1 και β  1.

3.	�Έχουμε τις ισοδυναμίες 

 
(α+ β)

1
α

+
1
β







 ≥ 4 ⇔ (α+ β)

α+ β
αβ







 ≥ 4 ⇔ ⇔(α+ β)2 ≥ 4αβ

 

 
(α+ β)

1
α

+
1
β







 ≥ 4 ⇔ (α+ β)

α+ β
αβ







 ≥ 4 ⇔ ⇔(α+ β)2 ≥ 4αβ

 

 
(α+ β)

1
α

+
1
β







 ≥ 4 ⇔ (α+ β)

α+ β
αβ







 ≥ 4 ⇔ ⇔(α+ β)2 ≥ 4αβ  

 ⇔ ⇔α2 + β2 + 2αβ − 4αβ ≥ 0  

 ⇔ α2 + β2− 2αβ ≥ 0 ⇔ (α− β)2 ≥ 0, 
που ισχύει.
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4.	�i) � α2+ αβ + β2 ≥ 0 ⇔ ⇔2α2 + 2αβ + 2β2 ≥ 0 
 α2+ αβ + β2 ≥ 0 ⇔ ⇔2α2 + 2αβ + 2β2 ≥ 0  

 ⇔ ⇔α2 + 2αβ + β2 + α2 + β2 ≥ 0  

 ⇔ (α+ β)2 + α2 + β2 ≥ 0, που ισχύει.
   ii) � α2− αβ + β2 ≥ 0 ⇔ ⇔2α2 − 2αβ + 2β2 ≥ 0 

 α2− αβ + β2 ≥ 0 ⇔ ⇔2α2 − 2αβ + 2β2 ≥ 0  
 ⇔ ⇔α2− 2αβ + β2 + α2 + β2 ≥ 0  

 ⇔ (α− β)2 + α2 + β2 ≥ 0, που ισχύει.

§ �2.3. Απόλυτη τιμή πραγματικού 
αριθμού

Α´ ΟΜΑΔΑΣ
1. i) π − 3 = π − 3 , αφού π  3.

    ii) π − 4 = 4 − π, αφού π  4.

   iii)  3 − π + 4 − π = π − 3 + 4 − π = 1.

   iv) �
 

2 − 3 − 3 − 2 = 3 − 2( ) − 3 − 2( ) = 0 

 
2 − 3 − 3 − 2 = 3 − 2( ) − 3 − 2( ) = 0
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2.	�Είναι  x − 3 = x − 3, αφού x  3 και 

x −4 = 4 − x , αφού x  4  

οπότε x −3 + x − 4 = x − 3 + 4 − x = 1.

3.	�i) �Αν x  3, τότε ισχύει και x  4, 
οπότε x  3  0 και 4  x  0. 
Άρα είναι 

x −3 − 4 − x = (3 − x) − (4 − x) = 3 − x − 4 + x = −1 
x −3 − 4 − x = (3 − x) − (4 − x) = 3 − x − 4 + x = −1.

   ii) �Αν x  4, τότε είναι και x  3, 
οπότε x  4  0 και x  3  0. 

Άρα έχουμε x −3 − 4 −x = x − 3 + (4 − x) = 1 
x −3 − 4 −x = x − 3 + (4 − x) = 1.

4. Είναι 
 

α−β

β −α
=

β −α

β −α
= 1.
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5.	�• �Αν x  0 και y  0, τότε 

A =
x
x

+
y
y

= 1+1= 2

    • �Αν x  0 και y  0, τότε 

A =
x
x

−
y
y

= 1−1= 0

    • �Αν x  0 και y  0, τότε 

A =
−x
x

−
y
y

= −1−1= −2

    • �Αν x  0 και y  0, τότε 

Α =
−x
x

+
y
y

= −1+1= 0.
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6.	i) Ισχύει  d(2,37,D) ≤ 0,005 (1)

   �ii) �Ισχύει (1) ⇔ 2,37−D ≤ 0,005 ⇔ ⇔2,37 − 0,005 ≤ D ≤ 2,37 + 0,005 
(1) ⇔ 2,37−D ≤ 0,005 ⇔ ⇔2,37 − 0,005 ≤ D ≤ 2,37 + 0,005  

 ⇔ 2,365 ≤ D ≤ 2,375.

7.	

Απόλυτη 
τιμή Απόσταση

Διάστημα 
ή ένωση 

διαστημάτων

 x − 4 ≤ 2  d(x,4) ≤ 2 [2, 6]

x +3 < 4  d(x,− 3) < 4 ( 7, 1)

x − 4 > 2  d(x,4) > 2  (−∞,2) ∪ (6,+∞)

 x + 3 ≥ 4  d(x,− 3) ≥ 4  (−∞,−7]∪ [1,+∞)
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Απόλυτη 
τιμή Απόσταση

Διάστημα 
ή ένωση 

διαστημάτων

x −5 < 1  d(x,5) < 1 (4, 6)

x +1 > 2  d(x,−1) > 2 (−∞,−3)∪(1,+∞)

x −5 ≥ 1  d(x,5) ≥ 1  ( − ∞,4]∪ [6,+ ∞)

x +1 ≤ 2  d(x,−1) ≤ 2 [  3, 1]

Απόλυτη  
τιμή Απόσταση

Διάστημα 
ή ένωση 

διαστημάτων

x < 2  d(x,0) < 2 ( 2, 2)

x +2 ≤ 3 d(x,− 2) ≤ 3 [ 5, 1]

x ≥ 2  d(x,0) ≥ 2  (−∞,−2]∪ [2,+∞)

x +2 > 3 d(x,− 2) > 3 (−∞,−5)∪(1,+∞)
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Β´ ΟΜΑΔΑΣ
1.	�Με τη βοήθεια της τριγωνικής ανι-

σότητας έχουμε 

 α−β = (α− γ) +(γ − β) ≤ α−γ + γ − β .

2.	�Αν α  β τότε α  β  0 και άρα

α−β = α− β οπότε έχουμε: 

i) �
 

α+ β + α− β

2
=

α+ β + α− β
2

=
2α
2

= α 
 
       και

   ii) 
 

α+ β − α−β

2
=

α+ β − α+ β
2

=
2β
2

=β.
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3.	�Επειδή x ≥ 0 και  y ≥ 0, έχουμε: 

 x + y ≥ 0 
Για να ισχύει η ισότητα πρέπει 

x = 0 και y = 0, δηλαδή x = 0 και  
y = 0.  
Διαφορετικά ισχύει η ανισότητα. 
Επομένως:

 	 i)  x + y = 0 ⇔ x = 0 και y = 0.

   ii)  x + y > 0 ⇔ x ≠ 0 ή y  0.
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4. i) �Από 0  α  β προκύπτει ότι 

 

α
β

< 1 και 
 

β
α

> 1.  

Είναι δηλαδή 
 

α
β

< 1<
β
α

.
 
    ii) �Αρκεί να δείξουμε ότι 

 
1−

α
β

< 1−
β
α

 ή, ισοδύναμα,  
 

ότι 
 
1−

α
β

<
β
α

−1. 
 
�Επειδή αβ  0 η ανισότητα αυτή 
γράφεται ισοδύναμα 

 
αβ−

α
β

⋅αβ <
β
α

αβ − αβ ⇔ ⇔αβ − α2 < β2 − αβ
 

 
αβ−

α
β

⋅αβ <
β
α

αβ − αβ ⇔ ⇔αβ − α2 < β2 − αβ  

� ⇔ ⇔0 < β2 + α2 − 2αβ  

 ⇔ (α− β)2 > 0, που ισχύει αφού  
α  β.
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5.	�Είναι x −2 < 0,1⇔ 1,9 < x < 2,1  (1)   

και y −4 < 0,2 ⇔ 3,8 < y < 4,2 (2)

A Β

Γ∆

y

y

y

x

x

x

x
2x

	� i) �Η περίμετρος Ρ1 του τριγώνου 
είναι Ρ1 = x  2y. Από την ανισό-
τητα (2) προκύπτει ότι 

 7,6 < 2y < 8,4					     (3) 
Προσθέτοντας κατά μέλη τις (1) 
και (3), έχουμε: 

 

1,9 + 7,6 < x + 2y < 2,1+ 8,4 ⇔ 9,5 < P1 < 10,5 

 

1,9 + 7,6 < x + 2y < 2,1+ 8,4 ⇔ 9,5 < P1 < 10,5.
   �ii) �Η περίμετρος Ρ2 του σχήματος 

είναι ίση με την περίμετρο του 
ορθογωνίου ΑΒΓΔ, οπότε είναι  
Ρ2 = 4x  2y. Από την ανισότητα 
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(1) προκύπτει ότι 
7,6  4x  8,4 				     (4) 
Προσθέτοντας κατά μέλη τις (4) 
και (3), έχουμε: 
7,6 + 7,6 < 4x + 2y < 8,4 + 8,4 ⇔ 15,2 < P2 < 16,8 

7,6 + 7,6 < 4x + 2y < 8,4 + 8,4 ⇔ 15,2 < P2 < 16,8.
  iii) �Η περίμετρος L του κύκλου είναι 

L = 2πx. Από την (1) προκύπτει 

 2π ⋅1,9 < 2πx < 2π ⋅2,1⇔ 3,8π < L < 4,2π 
 2π ⋅1,9 < 2πx < 2π ⋅2,1⇔ 3,8π < L < 4,2π.
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§ �2.4. Ρίζες πραγματικών αριθμών
Α´ ΟΜΑΔΑΣ

1.	�i) � 100 = 10,  10003 = 1033 = 10,  

 100004 = 1044 = 10, 

 1000005 = 1055 = 10.

   ii) � 4 = 22 = 2,  83 = 233 = 2, 

 164 = 244 = 2,  325 = 255 = 2.

  iii) �
 

0,01 =
1

100
=

1
10

, 

 
0,0013 =

1
1000

3 =
1

10
, 

 
0,00014 =

1
10000

4 =
1

10
, 

 
0,000015 =

1
100000

5 =
1

10
.



60 / 22 - 23

2.	�i) (π − 4)2 = π −4 = 4 − π.

   ii) ( − 20)2 = −20 = 20.

  iii)  (x −1)2 = x −1. 

  iv) 
x2

4
=

x

2
.

3.	�Έχουμε 

 
2 − 5( )2+ 3 − 5( )2 = 2 − 5 + 3 − 5 = 5 − 2 + 3 − 5 =1

 

 
2 − 5( )2+ 3 − 5( )2 = 2 − 5 + 3 − 5 = 5 − 2 + 3 − 5 =1.

4. � x − 5 − x + 3( ) x − 5 + x + 3( ) = =x − 5( )2 − x + 3( )2 

x − 5 − x + 3( ) x − 5 + x + 3( ) = =x − 5( )2 − x + 3( )2  
 = =(x − 5) − (x + 3)  
 = x − 5 − x − 3 = −8,  
με την προϋπόθεση ότι x  5  0 
και x  3  0, δηλαδή για x  5.
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5.	�i) �
 

8 − 18( ) 50 + 72 − =32( )  

 
= =2 ⋅4 − 2 ⋅9( ) 2 ⋅25 + 2 ⋅36 − 2 ⋅16( ) 

    
= =2 ⋅4 − 2 ⋅9( ) 2 ⋅25 + 2 ⋅36 − 2 ⋅16( )  

 
= =2 2 − 3 2( ) 5 2 + 6 2 − 4 2( )  

 
= − 2( ) 7 2( ) = −7 2( )2 = −14. 

   ii) �
 

28 + 7 + 32( ) 63 − =32( )  

 
= =4 ⋅7+ 7+ 2 ⋅16( ) 7 ⋅9 − 2 ⋅16( )

 

    
= =4 ⋅7+ 7+ 2 ⋅16( ) 7 ⋅9 − 2 ⋅16( )  

 
= =2 7 + 7 + 4 2( ) 3 7 − 4 2( ) = 3 7 + 4 2( ) 3 7 − 4 2( ) 

 
= =2 7 + 7 + 4 2( ) 3 7 − 4 2( ) = 3 7 + 4 2( ) 3 7 − 4 2( )  

 
= 3 7( )2 − 4 2( )2 = 9 ⋅7 −16 ⋅2 = 63 − 32 = 31

 

 
= 3 7( )2 − 4 2( )2 = 9 ⋅7 −16 ⋅2 = 63 − 32 = 31.
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6.	�i) �
 

2 ⋅ 2 − 2 ⋅ 2 + 2 = =2 ⋅ 2 − 2( ) 2 + 2( ) 

 
2 ⋅ 2 − 2 ⋅ 2 + 2 = =2 ⋅ 2 − 2( ) 2 + 2( )

 

 
= 2 ⋅ 22 − 2( )2 = 2 ⋅ 2 = 2. 

   ii) �
 

23 ⋅ 3 + 53 ⋅ 3 − 53 = =23 ⋅ 3 + 5( ) 3 − 5( )3 

 
23 ⋅ 3 + 53 ⋅ 3 − 53 = =23 ⋅ 3 + 5( ) 3 − 5( )3

 

= 23 ⋅ 32 − 5( )23 = 23 ⋅ 9 − 53 = 23 ⋅ 43 = 2 ⋅43 = 83 = 2
 

= 23 ⋅ 32 − 5( )23 = 23 ⋅ 9 − 53 = 23 ⋅ 43 = 2 ⋅43 = 83 = 2.
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7.	�i) �1ος τρόπος: 

 2 ⋅ 23 = 23 ⋅23 = 243 = 2412 = 23
 

 2 ⋅ 23 = 23 ⋅23 = 243 = 2412 = 23 . 
2ος τρόπος: 

 2 ⋅ 23 = 2 ⋅2 = =2
1
3

4
3

 

 
= 2( ) = 2 = 2( ) = 2 = 23

4
3

1
2

1
2

1
3

2
3

2
3 .

   ii) �1ος τρόπος:

 2 2 ⋅ 235 = 2 23 ⋅235 = =2 2435

= 2 2465 = 26 ⋅2465 = 21065 = 21030 = 23
 

= 2 2465 = 26 ⋅2465 = 21065 = 21030 = 23 .
   ii) �2ος τρόπος:

 
2 2 ⋅ 235 = 2 2 ⋅25 = 2 25 = 2 ⋅ 2( )5

1
3

4
3

4
3

1
2

 

 
2 2 ⋅ 235 = 2 2 ⋅25 = 2 25 = 2 ⋅ 2( )5

1
3

4
3

4
3

1
2
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= 2 ⋅25 = 25 = 2( ) = 2 = 23

2
3

5
3

5
3

1
5

1
3 .

8.	�i) � 334 ⋅ 33 = 3
3
4 ⋅3

1
3 = 3

3
4

+ 1
3 = 3

9
12

+ 4
12= 3

13
12 = 3 ⋅3

1
12 = 3 312 

 334 ⋅ 33 = 3
3
4 ⋅3

1
3 = 3

3
4

+ 1
3 = 3

9
12

+ 4
12= 3

13
12 = 3 ⋅3

1
12 = 3 312 .

   ii) � 289 ⋅ 256 = 2
8
9 ⋅2

5
6 = 2

8
9

+ 5
6 = 2

16
18

+ 15
18= 2

31
18 = 2 ⋅2

13
18 = 2 21318

 

 289 ⋅ 256 = 2
8
9 ⋅2

5
6 = 2

8
9

+ 5
6 = 2

16
18

+ 15
18= 2

31
18 = 2 ⋅2

13
18 = 2 21318 .

  iii) � 53 ⋅ 53 ⋅ 546 = 5
3
2 ⋅5

1
3 ⋅5

4
6 = 5

2
3

+ 1
3

+ 4
6

9
6

+ 2
6

+ 4
6=5 =5

15
6 = =5

5
2 

	  

� 53 ⋅ 53 ⋅ 546 = 5
3
2 ⋅5

1
3 ⋅5

4
6 = 5

2
3

+ 1
3

+ 4
6

9
6

+ 2
6

+ 4
6=5 =5

15
6 = =5

5
2

 

 = 55 = 52 ⋅ 5 = 25 5 .
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9.	i) 
 

25 ⋅ 12

75
=

25 ⋅ 4 ⋅3

25 ⋅3
=

25 ⋅2 3

5 3
=10.

   ii) �Με ανάλυση του 216 σε πρώ-
τους παράγοντες βρίσκουμε  
216 = 23 • 33 οπότε έχουμε

 

216 ⋅ 75

50
=

23 ⋅33 ⋅ 25 ⋅3

2 ⋅25
=

5 23 ⋅34

5 2 

 

216 ⋅ 75

50
=

23 ⋅33 ⋅ 25 ⋅3

2 ⋅25
=

5 23 ⋅34

5 2
=

23 ⋅34

2
= 22 ⋅34 = 2 ⋅32 = 18

 
=

23 ⋅34

2
= 22 ⋅34 = 2 ⋅32 = 18.
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10. �Αν πολλαπλασιάσουμε κάθε κλά-
σμα με τη συζυγή παράσταση 
του παρονομαστή του έχουμε:

	 i) �

 

4

5 − 3
=

4 5 + 3( )
5 − 3( ) 5 + 3( )

=
4 5 + 3( )

25 − 3
=

4 5 + 3( )
22

=
10 + 2 3

11 
 

 

4

5 − 3
=

4 5 + 3( )
5 − 3( ) 5 + 3( )

=
4 5 + 3( )

25 − 3
=

4 5 + 3( )
22

=
10 + 2 3

11

 

   ii) �
 

8

7 − 5
=

8 7 + 5( )
7 − 5

= 4 7 + 5( ) 

 

8

7 − 5
=

8 7 + 5( )
7 − 5

= 4 7 + 5( ) .

  iii) �
 

7 + 6

7 − 6
=

7 + 6( ) 7 + 6( )
7 − 6

= 7 + 6( )2 

 

7 + 6

7 − 6
=

7 + 6( ) 7 + 6( )
7 − 6

= 7 + 6( )2  = 7 + 6 + 2 42 = 13 + 2 42
 

 = 7 + 6 + 2 42 = 13 + 2 42 .
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11.i) �Αν αναλύσουμε τους 162 και  
�98 σε γινόμενο πρώτων παρα-
γόντων βρίσκουμε 162 = 2 ⋅ 34 
και  
98 = 2 ⋅ 72 οπότε είναι 

 

162 + 98

50 − 32
=

2 ⋅34 + 2 ⋅72

2 ⋅25 − 2 ⋅16
=

9 2 + 7 2

5 2 − 4 2
=

16 2

2
= 16

 

 

162 + 98

50 − 32
=

2 ⋅34 + 2 ⋅72

2 ⋅25 − 2 ⋅16
=

9 2 + 7 2

5 2 − 4 2
=

16 2

2
= 16.

    �ii) �Είναι 912 + 320 = 912 + (32)10 = 912 + 910 = 910 ⋅(92 +1) = 82 ⋅910  

912 + 320 = 912 + (32)10 = 912 + 910 = 910 ⋅(92 +1) = 82 ⋅910 

και 911+ 276 = 911+ (3 ⋅9)6 = =911+ 36 ⋅96 = 911+ (32)3 ⋅96 
911+ 276 = 911+ (3 ⋅9)6 = =911+ 36 ⋅96 = 911+ (32)3 ⋅96

 9
11

 9
9 99 9992+ 1 82+== = ⋅( )  

οπότε έχουμε

 

912+320

911+276 =
82 ⋅910

82 ⋅99 = 9 = 3.
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B´ ΟΜΑΔΑΣ

1.	�i) �
3 3 − 2 2

3 − 2
=

3 3 − 2 2( ) 3 + 2( )
3 − 2( ) 3 + 2( )

=
9 + 3 6 − 2 6 − 4

3 − 2
= 5 + 6 

3 3 − 2 2

3 − 2
=

3 3 − 2 2( ) 3 + 2( )
3 − 2( ) 3 + 2( )

=
9 + 3 6 − 2 6 − 4

3 − 2
= 5 + 6

 

3 3 − 2 2

3 − 2
=

3 3 − 2 2( ) 3 + 2( )
3 − 2( ) 3 + 2( )

=
9 + 3 6 − 2 6 − 4

3 − 2
= 5 + 6.

   ii) �α α −β β

α − β
=

α α −β β( ) α + β( )
α − β( ) α + β( )

= =
α2 +α αβ −β αβ −β2

α−β
 

 

�

α α −β β

α − β
=

α α −β β( ) α + β( )
α − β( ) α + β( )

= =
α2 +α αβ −β αβ −β2

α−β
 

α α −β β

α − β
=

α α −β β( ) α + β( )
α − β( ) α + β( )

= =
α2 +α αβ −β αβ −β2

α−β  

 
=

(α− β)(α+ β) + αβ(α− β)
α− β

= α+ β + αβ
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=

(α− β)(α+ β) + αβ(α− β)
α− β

= α+ β + αβ.

2.	�i) �Αξιοποιώντας γνωστές ταυτότη-
τες έχουμε: 

 
3 + 2 7( )2 = 9 + 4 ⋅7 +12 7 = 37 +12 7

 

 
3 + 2 7( )2 = 9 + 4 ⋅7 +12 7 = 37 +12 7  και 

 
3 − 2 7( )2 = 9 + 4 ⋅7 −12 7 = 37 −12 7

 

 
3 − 2 7( )2 = 9 + 4 ⋅7 −12 7 = 37 −12 7 .

   ii) �Με τη βοήθεια του ερωτήματος  
(i) παίρνουμε

 37 +12 7 − =37 −12 7  

 
= =3 + 2 7( )2 − 3 − 2 7( )2  

 
= 3 + 2 7 − 3 − 2 7 = 3 + 2 7 − 2 7 − 3( ) = 6

 

 
= 3 + 2 7 − 3 − 2 7 = 3 + 2 7 − 2 7 − 3( ) = 6.
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3.	�i) �Είναι 
 

2
3

+
3
3











2

= =
2
3











2

+
3
2











2

+ 2
2
3

⋅
3
2 

 

� 

2
3

+
3
3











2

= =
2
3











2

+
3
2











2

+ 2
2
3

⋅
3
2

 

 
=

2
3

+
3
2

+ 2 =
4
6

+
9
6

+
12
6

=
25
6

 
που είναι ρητός αριθμός.

   ii) �Είναι 
 

α +
1

α








2

= =α( )2 +
1

α








2

+ 2 α ⋅
1

α 

 
α +

1

α








2

= =α( )2 +
1

α








2

+ 2 α ⋅
1

α  

 
= α+

1
α

+ 2 =
α2 +1+ 2α

α
=

(α+1)2

α  
που είναι ρητός αριθμός.
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4.	�i) �Μετατρέποντας τους παρονομα-
στές σε ρητούς έχουμε 

3

5 − 3
+

5

5 + 3
= =

3 5 + 3( )
5 − 3

+
5 5 − 3( )

5 − 3
 

3

5 − 3
+

5

5 + 3
= =

3 5 + 3( )
5 − 3

+
5 5 − 3( )

5 − 3
 

 
=

3 5 + 3 + 5 − 5 3
2

=
8
2

= 4.
	
  ii) �Είναι 

• �
 
2 − 3( )2 = 4 − 4 3 + 3 = 7 − 4 3  

 
και

      • �
 
2 + 3( )2 = 4 + 4 3 + 3 = 7 + 4 3  

 
οπότε 
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Έχουμε 

 

1

2 − 3( )2
−

1

2 + 3( )2
= =

1

7 − 4 3
−

1

7 + 4 3
 

 

1

2 − 3( )2
−

1

2 + 3( )2
= =

1

7 − 4 3
−

1

7 + 4 3
 

=
7 + 4 3
49 − 48

−
7 − 4 3
49 − 48

= 7 + 4 3 − 7 + 4 3 = 8 3
 

=
7 + 4 3
49 − 48

−
7 − 4 3
49 − 48

= 7 + 4 3 − 7 + 4 3 = 8 3 .
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5.	�i) �Από το πυθαγόρειο θεώρημα 
έχουμε 
ΒΓ2 = ΑΒ2  ΑΓ2 = α  β, οπότε 

BΓ = α+ β.
  ii) �Σύμφωνα με την τριγωνική ανι-

σότητα ισχύει ΒΓ  ΑΒ  ΑΓ που 
σημαίνει ότι 

α+ β < α + β.
  iii) �Υψώνουμε στο τετράγωνο και 

έχουμε 

α+ β ≤ α + β ⇔

 
⇔ ⇔α+ β( )2 ≤ α + β( )2  

 ⇔ α+ β ≤ α+ β + 2 α β ⇔ ⇔0 ≤ 2 αβ 

 ⇔ α+ β ≤ α+ β + 2 α β ⇔ ⇔0 ≤ 2 αβ , που ισχύει. 
Το “=” ισχύει αν και μόνο αν  
α = 0 ή β = 0.





75 / 27

ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3
ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

§ 3.1. Εξισώσεις 1ου βαθμού
Α´ ΟΜΑΔΑΣ
1. i) � − − = − − + == −−4x 3(2x 1) 7x 42 4x 6x 3 7x 42⇔ ⇔ 

− − = − − + == −−4x 3(2x 1) 7x 42 4x 6x 3 7x 42⇔ ⇔  
− − = − = − =4x 6x 7x 42 − −3 9x 45 x 5⇔ ⇔⇔  

− − = − = − =4x 6x 7x 42 − −3 9x 45 x 5⇔ ⇔⇔ . 
Άρα, η εξίσωση έχει μοναδική 
λύση, την x = 5.

   ii) � −
−

+
=

−−
+

1 4x

5

x 1

4

x 4

20

5

4
⇔  

 

�

−−
−−

++
==

−−
++20

1 4x

5
20

x 1

4
20

x 4

20
20

5

4
⇔ ⇔

 
−−

−−
++

==
−−

++20
1 4x

5
20

x 1

4
20

x 4

20
20

5

4
⇔ ⇔

−− −− ++ == −− ++ −− −− −− == ++4(1 4x) 5(x 1) x 4 25 4 16x 5x 5 x 21⇔⇔ ⇔
−− −− ++ == −− ++ −− −− −− == ++4(1 4x) 5(x 1) x 4 25 4 16x 5x 5 x 21⇔⇔ ⇔ 

−− −− ++ == −− ++ −− −− −− == ++4(1 4x) 5(x 1) x 4 25 4 16x 5x 5 x 21⇔⇔ ⇔  
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−− −− == ++ −− == == −−21x x 21 1 22x 22 x 1⇔ ⇔⇔  
−− −− == ++ −− == == −−21x x 21 1 22x 22 x 1⇔ ⇔⇔ . 

Άρα, η εξίσωση έχει μοναδική 
λύση, την x =  1.

  iii) � −− == −− −− ⋅⋅ −− ⋅⋅ == ⋅⋅ −− ⋅⋅ −− ⋅⋅
x

2

x

3

x

4

x

5

49

60
60

x

2
60

x

3
60

x

4
60

x

5
60

49

60
⇔ ⇔ 

 

−− == −− −− ⋅⋅ −− ⋅⋅ == ⋅⋅ −− ⋅⋅ −− ⋅⋅
x

2

x

3

x

4

x

5

49

60
60

x

2
60

x

3
60

x

4
60

x

5
60

49

60
⇔ ⇔

 

−− == −− −− ⋅⋅ −− ⋅⋅ == ⋅⋅ −− ⋅⋅ −− ⋅⋅
x

2

x

3

x

4

x

5

49

60
60

x

2
60

x

3
60

x

4
60

x

5
60

49

60
⇔ ⇔

 
−− == −− −− −− −− ++ == −−30x 20x 15x 12x 49 30x 20x 15x 12x 49⇔ ⇔⇔  

−− == −− −− −− −− ++ == −−30x 20x 15x 12x 49 30x 20x 15x 12x 49⇔ ⇔⇔  
= − = −−7x 49 x 7⇔⇔ . 

Άρα, η εξίσωση έχει μοναδική 
λύση, την x = 7.
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   iv) � ++ −− ++ == ++ −− ++ ==1,2(x 1) 2,5 1,5x 8,6 12(x 1) 25 15x 86⇔ ⇔ 

++ −− ++ == ++ −− ++ ==1,2(x 1) 2,5 1,5x 8,6 12(x 1) 25 15x 86⇔ ⇔  
++ −− ++ == == == ==12x 12 25 15x 86 27x 99 x

99

27

11

3
⇔⇔ ⇔ 

++ −− ++ == == == ==12x 12 25 15x 86 27x 99 x
99

27

11

3
⇔⇔ ⇔ . 
	 
Άρα, η εξίσωση έχει μοναδική 

λύση, την ==x
11

3
.

2. i) � −− −− −− == −− −− ++ == ==2(3x 1) 3(2x 1) 4 6x 2 6x 3 4 0x 3⇔ ⇔ 
−− −− −− == −− −− ++ == ==2(3x 1) 3(2x 1) 4 6x 2 6x 3 4 0x 3⇔ ⇔ . 

Άρα, η εξίσωση είναι αδύνατη.

   ii) � −−
−−

== −− ++ ⋅⋅ −− ⋅⋅
−−

== ⋅⋅
−−






 ++ ⋅⋅2x

5 x

3

5

3

7x

3
3 2x 3

5 x

3
3

5

3
3

7x

3
⇔ ⇔ 

 

−−
−−

== −− ++ ⋅⋅ −− ⋅⋅
−−

== ⋅⋅
−−






 ++ ⋅⋅2x

5 x

3

5

3

7x

3
3 2x 3

5 x

3
3

5

3
3

7x

3
⇔ ⇔

 

−−
−−

== −− ++ ⋅⋅ −− ⋅⋅
−−

== ⋅⋅
−−






 ++ ⋅⋅2x

5 x

3

5

3

7x

3
3 2x 3

5 x

3
3

5

3
3

7x

3
⇔ ⇔

 
−− ++ == − + ==6x 5 x 5 7x 0x 0⇔⇔ . 

Άρα, η εξίσωση είναι ταυτότητα.
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3. �i) �• Αν λ − ≠ λ ≠1 0 1⇔ , τότε η εξί-
σωση έχει μοναδική λύση την 

==
λ −
λ −

==x
1

1
1. 

 
�• Αν λ = 1, τότε η εξίσωση γίνε-
ται 0x = 0 και είναι ταυτότητα.

   ii) �• Αν λ − ≠≠ λ ≠2 0 2⇔ , τότε η εξί-
σωση έχει μοναδική λύση την

==
λ

λ −
x

2
. 

 
• Αν λ = 2, τότε η εξίσωση γίνε-
ται 0x = 2 και είναι αδύνατη.

  iii) �λ λ − == λ −( 1)x 1 
• Αν λ λ − ≠ λ ≠( 1) 0 0⇔  και λ ≠ 1,  
τότε η εξίσωση έχει μοναδική 
λύση την  

==
λ −

λ λ −
==
λ

x
1

( 1)

1
. 

 
�• Αν λ = 0 η εξίσωση γίνεται  
0x = 1 και είναι αδύνατη. 
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• Αν λ = 1 η εξίσωση γίνεται  
0x = 0 και είναι ταυτότητα.

  iv) �λ λ − = λ + λ λ λ − = λ λ +( 1)x ( 1)x ( 1)2 ⇔  
λ λ − = λ + λ λ λ − = λ λ +( 1)x ( 1)x ( 1)2 ⇔ . 

�• Αν λ λ − ≠ λ ≠( 1) 0 0⇔  και λ  1,  
τότε η εξίσωση έχει μοναδική 
λύση την 

=
λ λ +
λ λ −

==
λ +
λ −

x
( 1)

( 1)

1

1
. 

 
�• Αν λ = 0, τότε η εξίσωση γίνεται  
0x = 0 και είναι ταυτότητα. 
�• Αν λ = 1, τότε η εξίσωση γίνεται 
0x = 2 και είναι αδύνατη.
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4.	�Έστω ΑΜ = x, τότε ΔΜ = 5  x, 

οπότε Ε =
−3(5 x)

21  και Ε =
⋅⋅x 5

22 . 
 
i) �H ισότητα Ε1  Ε2 = Ε3 είναι ισο-

δύναμη με την ισότητα 

Ε + Ε ==
ΑBΓ∆( )

21 2  από την οποία  
 
προκύπτει η εξίσωση 

−
+ =

+
⋅⋅

−
+ ⋅ = ⋅

3(5 x)

2

5x

2

(5 3)5

4
4

15 3x

2
4

5x

2
4

40

4
⇔ ⇔

 
−

+ =
+

⋅⋅
−

+ ⋅ = ⋅
3(5 x)

2

5x

2

(5 3)5

4
4

15 3x

2
4

5x

2
4

40

4
⇔ ⇔

 
− + = = = =30 6x 10x 40 4x 10 x

5

2
2,5⇔ ⇔ ⇔

− + = = = =30 6x 10x 40 4x 10 x
5

2
2,5⇔ ⇔ ⇔ . 

 
Επομένως η θέση του Μ προσδι-
ορίζεται από το μήκος ΑΜ = 2,5, 
είναι δηλαδή το μέσο του ΑΔ.
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   �ii) �Η ισότητα Ε1 = Ε2 είναι ισο-
δύναμη με την εξίσωση

−
= − = = =

3(5 x)

2

5x

2
15 3x 5x 15 8x x

15

8
⇔ ⇔ ⇔

 

−
= − = = =

3(5 x)

2

5x

2
15 3x 5x 15 8x x

15

8
⇔ ⇔ ⇔ . 

 
Επομένως η θέση του Μ 
προσδιορίζεται από το μήκος 

==AM
15

8
.
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5. �Αν το ποσό των x ευρώ κατατέ-
θηκε προς 5%, τότε το υπόλοιπο 
ποσό των (4000  x) ευρώ κατα-
τέθηκε προς 3%.

	� – Το ποσό των x ευρώ έδωσε 

ετήσιο τόκο 
5

100
x ευρώ 

	� – Το ποσό των (4000  x) ευρώ 

έδωσε ετήσιο τόκο −−
3

100
(4000 x)  

ευρώ.
	� Η εξίσωση που αντιστοιχεί στο 

πρόβλημα είναι 

++ −− == ++ −− == ⋅⋅
5

100
x

3

100
(4000 x) 175 5x 3(4000 x) 100 175⇔ ⇔

 
++ −− == ++ −− == ⋅⋅

5

100
x

3

100
(4000 x) 175 5x 3(4000 x) 100 175⇔ ⇔  

++ −− == == −−5x 12.000 3x 17.500 2x 17.500 12.000⇔ ⇔⇔  
++ −− == == −−5x 12.000 3x 17.500 2x 17.500 12.000⇔ ⇔⇔  

== ==2x 5.500 x 2.750⇔⇔  ευρώ.
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Επομένως τα 2.750 ευρώ τοκίστηκαν 
προς 5% και τα υπόλοιπα 1.250 ευρώ 
τοκίστηκαν προς 3%.

6. i) � == + α α = −− ==
−−
α

v v t t v v t
v v

0 0
0⇔ ⇔ 

== + α α = −− ==
−−
α

v v t t v v t
v v

0 0
0⇔ ⇔ , αφού α  0.

   ii) � == ++ −− == ==
−−1

R

1

R

1

R

1

R

1

R

1

R

1

R

R R

R R1 2 2 1 1

2

2
⇔ ⇔  

 

== ++ −− == ==
−−1

R

1

R

1

R

1

R

1

R

1

R

1

R

R R

R R1 2 2 1 1

2

2
⇔ ⇔

 
Από την τελευταία ισότητα 
προκύπτει ότι R2  R  0, αφού 

το ≠
1

R
0

1

. 
 

Επομένως έχουμε ==
−−

R
R R

R R1
2

2
.
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7.	�i) � −− ++ −− ++ −− ==x (x 4) 2x(x 4) (x 4) 02 ⇔ 

−− ++ −− ++ −− ==x (x 4) 2x(x 4) (x 4) 02 ⇔ −− ++ ++ ==(x 4)(x 2x 1) 02⇔ ⇔

−− ++ == −− ==(x 4)(x 1) 0 x 4 02 ⇔⇔  
ή ++ == ==x 1 0 x 4⇔  ή == −−x 1. 
Επομένως οι λύσεις της εξίσω-
σης είναι οι αριθμοί 4 και 1.

    ii) � −− −− −− ++ == −− ++ −− ++ ==(x 2) (2 x)(4 x) 0 (x 2) (x 2)(x 4) 02 2⇔ ⇔ 
−− −− −− ++ == −− ++ −− ++ ==(x 2) (2 x)(4 x) 0 (x 2) (x 2)(x 4) 02 2⇔ ⇔

−− −− ++ ++ == −− ++ ==(x 2)[(x 2) (x 4)] 0 (x 2)(2x 2) 0⇔ ⇔⇔  
−− −− ++ ++ == −− ++ ==(x 2)[(x 2) (x 4)] 0 (x 2)(2x 2) 0⇔ ⇔⇔  

−− ==x 2 0⇔  ή ++ == ==2x 2 0 x 2⇔⇔  
++ == ==2x 2 0 x 2⇔⇔  ή == −−x 1. 

Επομένως οι λύσεις της εξίσω-
σης είναι οι αριθμοί 2 και 1.
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8. i) � −− −− ++ ==x(x 1) x x 02 3 2 ⇔
−− −− ++ ==x x x x 03 3 2⇔ ⇔
−− == ==x(x 1) 0 x 0⇔⇔  ή ==x 1. 

Επομένως οι λύσεις της εξίσω-
σης είναι οι αριθμοί 0 και 1.

    �ii) � ++ ++ −− ==(x 1) x 1 02 2 ⇔
++ ++ ++ −− ==x 2x 1 x 1 02 2⇔ ⇔  

++ == ++ == == −−2x 2x 0 2x(x 1) 0 x 12 ⇔ ⇔⇔  
++ == ++ == == −−2x 2x 0 2x(x 1) 0 x 12 ⇔ ⇔⇔  ή ==x 0 . 

�Επομένως οι λύσεις της εξίσω-
σης είναι οι αριθμοί 1 και 0.
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9. i) � −− == −− ++x(x 2) x 4x 42 2   
−− −− −− ==x(x 2) (x 2) 02 2⇔   

−− −− ==(x 2) (x 1) 02⇔    
−− ==x 2 0⇔  ή −− == ==x 1 0 x 2⇔  

−− == ==x 1 0 x 2⇔  ή ==x 1. 
�Επομένως οι λύσεις της εξίσω-
σης είναι οι αριθμοί 2 και 1.

   ii) � −− −− == −− −−(x 4)(x 1) (x 1)(x 2)2 2    
−− ++ −− −− −− + − ==(x 2)(x 2)(x 1) (x 1)(x 1)(x 2) 0⇔  

     −− ++ −− −− −− + − ==(x 2)(x 2)(x 1) (x 1)(x 1)(x 2) 0⇔    
−− −− ++ −− ++ ==(x 1)(x 2)[(x 2) (x 1)] 0⇔       

     −− −− ++ −− ++ ==(x 1)(x 2)[(x 2) (x 1)] 0⇔   
−− −− == ==(x 1)(x 2) 0 x 1⇔⇔   

ή ==x 2 
�Επομένως οι λύσεις της εξίσω-
σης είναι οι αριθμοί 1 και 2.
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10. i) � −− −− ++ ==x 2x x 2 03 2   
−− −− −− ==x (x 2) (x 2) 02⇔    

−− −− ==(x 2)(x 1) 02⇔    
−− −− ++ ==(x 2)(x 1)(x 1) 0⇔    

−− ==x 2 0⇔  ή −− ==x 1 0 ή  
++ ==x 1 0   

==x 2⇔  ή ==x 1 ή == −−x 1. 
Επομένως οι λύσεις της εξίσω-
σης είναι οι αριθμοί 2, 1 και 1.

     ii) � −− −− −− −− ==x 2x (2x 1)(x 2) 03 2  
        � −− −− −− −− ==x (x 2) (2x 1)(x 2) 02⇔  

−− −− ++ ==(x 2)(x 2x 1) 02⇔    
−− −− ==(x 2)(x 1) 02⇔    

−− ==x 2 0⇔  ή −− ==x 1 0   
==x 2⇔  ή ==x 1. 

�Επομένως οι λύσεις της εξίσω-
σης είναι οι αριθμοί 1 και 2.
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11. i) �
−−

==
−− −−

==
−−

x

x 1

1

x x

x

x 1

1

x(x 1)2 ⇔  
 
Η εξίσωση αυτή ορίζεται για 
κάθε x  1 και x  0. Με αυτούς 
τους περιορισμούς έχουμε: 

−−
==

−−
−− == −− ==

x

x 1

1

x(x 1)
x (x 1) x 1 x 12 2⇔ ⇔

 

−−
==

−−
−− == −− ==

x

x 1

1

x(x 1)
x (x 1) x 1 x 12 2⇔ ⇔    

== −−x 1⇔  (αφού x  1).  
�Επομένως η εξίσωση έχει μο-
ναδική λύση την x =  1.

      ii) � ++
−−

++
−− ++

==
++

− +
++

−−
==

x 1

x 1

2

x 2x 1
0

x 1

(x 1)(x 1)

2

(x 1)
02 2 2⇔  

 
++
−−

++
−− ++

==
++

− +
++

−−
==

x 1

x 1

2

x 2x 1
0

x 1

(x 1)(x 1)

2

(x 1)
02 2 2⇔ . 

 
�Η εξίσωση αυτή ορίζεται για 
κάθε x  1 και x  1. Με αυτούς 
τους περιορισμούς έχουμε: 
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�

++
−− ++

++
−−

==
−−

++
−−

==
(x 1)

(x 1)(x 1)

2

(x 1)
0

1

x 1

2

(x 1)
02 2⇔

 
++

−− ++
++

−−
==

−−
++

−−
==

(x 1)

(x 1)(x 1)

2

(x 1)
0

1

x 1

2

(x 1)
02 2⇔    

 
� −− ++ == ++ ==x 1 2 0 x 1 0⇔⇔    

== −−x 1⇔ , 
�που απορρίπτεται λόγω των 
περιορισμών. 
�Επομένως και η αρχική εξί-
σωση είναι αδύνατη.
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12. i) �Η εξίσωση αυτή ορίζεται για  
�κάθε x  1 και x  1. Με αυτούς 
τους περιορισμούς έχουμε: 

−−
++

++
==

−−
1

x 1

1

x 1

2

x 12
⇔

 

�
−− ++

−−
++ −− ++

++
== −− ++

−−
(x 1)(x 1)

1

x 1
(x 1)(x 1)

1

x 1
(x 1)(x 1)

2

x 12⇔ ⇔
 

−− ++
−−

++ −− ++
++

== −− ++
−−

(x 1)(x 1)
1

x 1
(x 1)(x 1)

1

x 1
(x 1)(x 1)

2

x 12⇔ ⇔

−− ++
−−

++ −− ++
++

== −− ++
−−

(x 1)(x 1)
1

x 1
(x 1)(x 1)

1

x 1
(x 1)(x 1)

2

x 12⇔ ⇔
 

++ ++ −− ==x 1 x 1 2⇔ ⇔  
== ==2x 2 x 1⇔⇔ , που απορρί-

πτεται, αφού x  1. Επομένως 
η εξίσωση είναι αδύνατη.

     �ii) �Η εξίσωση αυτή ορίζεται για 
κάθε x  0 και x  2. Με αυτούς 
τους περιορισμούς έχουμε: 

++
−− ==

−−
++

3

x 2

2

x

x 4

x 2x2 ⇔
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++
++

−− ++ == ++
−−
++

x(x 2)
3

x 2
x(x 2)

2

x
x(x 2)

x 4

x(x    2)
⇔ ⇔

 

++
++

−− ++ == ++
−−
++

x(x 2)
3

x 2
x(x 2)

2

x
x(x 2)

x 4

x(x    2)
⇔ ⇔

 
−− −− == −− ==3x 2x 4 x 4 0x 0⇔⇔ . 

�Η τελευταία εξίσωση είναι ταυ-
τότητα. Αν λάβουμε υπόψη τους 
περιορισμούς αυτό σημαίνει ότι 
η αρχική εξίσωση έχει ως λύση 
κάθε πραγματικό εκτός από 
τους αριθμούς 0 και 2.

    iii) �Η εξίσωση αυτή ορίζεται για 
κάθε x  2 και x  2. Με αυτούς 
τους περιορισμούς έχουμε: 

++
==

−− ++
==

++ −−
1

x 2

1

x 4

1

x 2

x

(x 2)(x 2)2 ⇔ ⇔
 

++
==

−− ++
==

++ −−
1

x 2

1

x 4

1

x 2

x

(x 2)(x 2)2 ⇔ ⇔
 

� −− == ==x 2 x 0x 2⇔⇔ , που είναι 
αδύνατη.
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     iv) �Η εξίσωση αυτή ορίζεται για 
κάθε x  1 και x  1. Με τους 
περιορισμούς αυτούς έχουμε: 

−−
−−

==
++

−−
++ −−

==
++

x x

x 1

x

x 1

x (x 1)

(x 1) (x 1)

x

x 1

2

2
⇔

 

−−
−−

==
++

−−
++ −−

==
++

x x

x 1

x

x 1

x (x 1)

(x 1) (x 1)

x

x 1

2

2
⇔  

++
==

++
x

x 1

x

x 1
⇔ ,  

 
που αληθεύει για 
�κάθε πραγματικό αριθμό x, με  
x  1.
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13. �Έστω x  1, x, x  1 τρεις διαδο-
χικοί ακέραιοι. Ζητούμε ακέραιο 
x τέτοιον ώστε να ισχύει 

−− ++ ++ ++ == −− ++(x 1) x (x 1) (x 1)x(x 1) ⇔ 
−− ++ ++ ++ == −− ++(x 1) x (x 1) (x 1)x(x 1) ⇔  

== −−3x x(x 1)2⇔ ⇔  
−− ++ ==x(3 x 1) 02⇔ ⇔  
−− ==x(4 x ) 02⇔ ⇔  

==x 0⇔  ή ==x 42⇔ ⇔  
==x 0⇔  ή ==x 2  ή == −−x 2. 

�Επομένως υπάρχουν τρεις τρι-
άδες τέτοιων διαδοχικών αριθ-
μών, οι εξής:  
( 1, 0, 1), (1, 2, 3) και ( 3, 2, 1).
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14. i) � −− == −− ==2x 3 5 2x 3 5⇔ ⇔  

−− == −− ==2x 3 5 2x 3 5⇔ ⇔ ή −− == −−2x 3 5 ⇔  
==2x 8⇔  ή == −− ==2x 2 x 4⇔ ⇔ 

== −− ==2x 2 x 4⇔ ⇔ ή == −−x 1. 
Επομένως οι λύσεις της εξίσω-
σης είναι οι αριθμοί 4 και 1.

	� ii) � −− == −− −− == −−2x 4 x 1 2x 4 x 1⇔ ⇔
−− == −− −− == −−2x 4 x 1 2x 4 x 1⇔ ⇔  

ή −− == −− ++2x 4 x 1 ⇔  
==x 3⇔  ή == ==3x 5 x 3⇔   

ή ==x
5

3
.

   �iii) �Επειδή το πρώτο μέλος της 
εξίσωσης −− == −−x 2 2x 1 είναι 
μη αρνητικό, για να έχει λύση 
η εξίσωση αυτή, πρέπει και το 
δεύτερο μέλος να είναι μη αρ-
νητικό. Δηλαδή, πρέπει  
2x  1  0 							       (1)
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	� Με τον περιορισμό αυτό έχουμε: 
−− == −− −− == −−x 2 2x 1 x 2 2x 1⇔ ⇔ 

−− == −− −− == −−x 2 2x 1 x 2 2x 1⇔ ⇔ ή −− == −−x 2 1 2x ⇔
	 == −−x 1⇔  ή ==x 1.
	� Από τις παραπάνω λύσεις δεκτή 

είναι μόνο η x = 1 που ικανοποιεί 
τον περιορισμό (1).

	� iv) Ομοίως, για την εξίσωση 
−− == −−2x 1 x 2, πρέπει

	 x  2  0 				     				    (2)
	� Με τον περιορισμό αυτό έχουμε: 

−− == −− −− == −−2x 1 x 2 2x 1 x 2⇔ ⇔ 
−− == −− −− == −−2x 1 x 2 2x 1 x 2⇔ ⇔ ή −− == −−2x 1 2 x ⇔

	 == −−x 1⇔  ή ==x 1.
	� Από τις παραπάνω λύσεις καμία 

δεν είναι δεκτή, αφού καμία δεν 
επαληθεύει τον περιορισμό (2). 
Άρα, η εξίσωση είναι αδύνατη.
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15. i) �Έχουμε: 

�

++
−−

++
== ⋅⋅

++
−− ⋅⋅

++
== ⋅⋅

x 4

3

x 4

5

2

3
15

x 4

3
15

x 4

5
15

2

3
⇔ ⇔

 
++

−−
++

== ⋅⋅
++

−− ⋅⋅
++

== ⋅⋅
x 4

3

x 4

5

2

3
15

x 4

3
15

x 4

5
15

2

3
⇔ ⇔

 

     

++
−−

++
== ⋅⋅

++
−− ⋅⋅

++
== ⋅⋅

x 4

3

x 4

5

2

3
15

x 4

3
15

x 4

5
15

2

3
⇔ ⇔

 
++ −− −− ==5 x 20 3 x 12 10⇔ ⇔  

++ −− −− ==5 x 20 3 x 12 10⇔ ⇔ == == =2 x 2 x 1 x 1⇔ ⇔ . 
�Επομένως οι λύσεις της εξίσω-
σης είναι οι αριθμοί 1 και 1.

      ii) �
++

−−
−−

==
2 x 1

3

x 1

2

1

2
⇔  

 

⋅⋅
++

−− ⋅⋅
−−

== ⋅⋅6
2 x 1

3
6

x 1

2
6

1

2
⇔ ⇔

 
� ++ −− ++ == == −−4 x 2 3 x 3 3 x 2⇔⇔  

++ −− ++ == == −−4 x 2 3 x 3 3 x 2⇔⇔ , που είναι αδύνατη.
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16�. i) �H εξίσωση 
−−
++

==
3 x

3 x
4  ορίζεται  

 
για x  3. 
Με αυτόν τον περιορισμό 
έχουμε: 

−−
++

== −− == ⋅⋅ ++
3 x

3 x
4 3 x 4 3 x⇔ ⇔

 
−− == ++3 x 4(x 3)⇔   

ή −− = − ++3 x 4(x 3) ⇔ 

−− == ++3 x 4x 12⇔   
ή −− = − −3 x 4x 12 ⇔  

� = −5x 9⇔  ή == −− == −−3x 15 x
9

5
⇔  

== −− == −−3x 15 x
9

5
⇔  ή 	 = −x 5 . 
 
�Επομένως οι λύσεις της εξίσω-

σης είναι οι αριθμοί  5 και −−
9

5
.

	� ii) � −− −− == −− −− −− −− ==x 1 x 2 x 1 x 1 ( x 2 1) 0⇔ ⇔ 

−− −− == −− −− −− −− ==x 1 x 2 x 1 x 1 ( x 2 1) 0⇔ ⇔  
−− −− == −− −− −− −− ==x 1 x 2 x 1 x 1 ( x 2 1) 0⇔ ⇔−− ==x 1 0 ή −− ==x 2 1 ⇔  
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	 ==x 1⇔  ή −− ==x 2 1 ή −− == −−x 2 1  

==x 1⇔  ή ==x 3 ή ==x 1. 
�Επομένως οι λύσεις της εξίσω-
σης είναι οι αριθμοί 1 και 3.

B´ ΟΜΑΔΑΣ
1. i) � ++ α − −− β = α α + β(x ) (x ) 2 ( )2 2 ⇔  

+ α + α − −− β + β = α + αβx 2 x (x 2 x ) 2 22 2 2 2 2⇔  
+ α + α − −− β + β = α + αβx 2 x (x 2 x ) 2 22 2 2 2 2⇔   

++ α + α −− ++ β − β = α + αβx 2 x x 2 x 2 22 2 2 2 2⇔  
++ α + α −− ++ β − β = α + αβx 2 x x 2 x 2 22 2 2 2 2⇔   

α + β = α + αβ + β2( )x 22 2⇔   
α + β = α + β2( )x ( )2⇔ .

	� • �Αν α  β  0 η εξίσωση έχει μο-
ναδική λύση την  

==
α + β

α + β
==
α + β

x
( )

2( ) 2

2
.

	� • �Αν α  β = 0 η εξίσωση παίρνει τη 
μορφή 0x = 0 και είναι ταυτότητα.
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    ii) �Για α  0 και β  0 έχουμε: 
− α

β
==

− β

α
α − α = β − β α −− α = β − β

x x
(x ) (x ) x x2 2⇔ ⇔

 
− α

β
==

− β

α
α − α = β − β α −− α = β − β

x x
(x ) (x ) x x2 2⇔ ⇔   

α − β = α − β α − β = α − β α + βx x ( )x ( )( )2 2 ⇔⇔  
α − β = α − β α − β = α − β α + βx x ( )x ( )( )2 2 ⇔⇔ . 

• �Αν α  β  0, τότε η εξίσωση 
έχει μοναδική λύση την  

==
α − β α + β

α − β
= α + βx

( )( )
. 

        • �Αν α − β = α = β0 ⇔ , τότε η εξί-
σωση παίρνει τη μορφή  
0x = 0, οπότε είναι ταυτότητα.
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2. i) �Για α  0 και β  0 έχουμε: 

α
−−
β

==
β − α

αβ
= β − α = αβ

x x
1

x x
1 ( )x⇔ ⇔

 

α
−−
β

==
β − α

αβ
= β − α = αβ

x x
1

x x
1 ( )x⇔ ⇔ . 

 
• �Αν β − α ≠ β ≠ α0 ⇔ , τότε η 

εξίσωση έχει μοναδική λύση 

την ==
αβ

β − α
x .

 
        • �Αν β − α = β = α0 ⇔  τότε η εξί-

σωση παίρνει τη μορφή 0x = α2 
και είναι αδύνατη γιατί α  0. 
�Επομένως η εξίσωση έχει λύση 
μόνο αν α  0, β  0 και α  β.
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3. i) �Στα 200 ml διάλυμα περιέχονται 
30 ml καθαρό οινόπνευμα. Αν 
προσθέσουμε x ml καθαρό οι-
νόπνευμα τότε το διάλυμα που 
θα προκύψει θα είναι (200  x) 
ml και θα περιέχει (30  x) ml κα-
θαρό οινόπνευμα οπότε προκύ-
πτει η εξίσωση 

++
++

== ++ == ++
30 x

200 x

32

100
100(30 x) 32(200 x)⇔
 

++
++

== ++ == ++
30 x

200 x

32

100
100(30 x) 32(200 x)⇔   

++ == ++ ==3000 100x 6400 32x 68x 3400⇔ ⇔  
++ == ++ ==3000 100x 6400 32x 68x 3400⇔ ⇔   

 == ==x
3400

68
x 50⇔ . 

 
�Επομένως ο φαρμακοποιός 
πρέπει να προσθέσει 50 ml κα-
θαρό οινόπνευμα.
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4.	�Έστω ότι x ώρες μετά την προ-
σπέραση τα δύο αυτοκίνητα θα 
απέχουν μεταξύ τους 1 km. Το δι-
άστημα που διανύει το Α στις x 
ώρες είναι 100x ενώ το αντίστοι-
χο διάστημα για το Β είναι 120x. 
Έτσι έχουμε την εξίσωση 

−− == == ==120x 100x 1 20x 1 x
1

20
⇔ ⇔  

−− == == ==120x 100x 1 20x 1 x
1

20
⇔ ⇔  ώρες, οπότε  

 

== ⋅⋅ ==x
1

20
60 3 λεπτά.

	� Οπότε τα αυτοκίνητα θα απέχουν 
1 km τρία λεπτά μετά την προ-
σπέραση.
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5.	�Η εξίσωση αυτή είναι ορισμέ-
νη για x  α και x  α. Με αυ-
τούς τους περιορισμούς έχουμε:

+ α

− α
==

− α

+ α

− α
==

+ α − α

x

x

x

x

x

x

x

(x )(x )

2

2 2

2
⇔

 

+ α

− α
==

− α

+ α

− α
==

+ α − α

x

x

x

x

x

x

x

(x )(x )

2

2 2

2
⇔

  
+ α = + α =(x ) x x x2 2 ⇔⇔  

+ α = + α =(x ) x x x2 2 ⇔⇔  ή + α = −x x  
= α0x⇔  ή == −α2x .

	� • �Αν α = 0, τότε η εξίσωση έχει ως 
λύση κάθε αριθμό x  0.

	� • �Αν α  0, τότε η εξίσωση έχει μο-

ναδική λύση τον αριθμό ==
−α

x
2

.
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6.	�Η εξίσωση αυτή είναι ορισμένη 
για x  2. Με αυτό τον περιορι-
σμό έχουμε: 

−−
−−

== ++ −− == −− ++ −−
x 8

x 2
x 4 x 8 x 2x 4x 8

3
2 3 3 2⇔

 
−−
−−

== ++ −− == −− ++ −−
x 8

x 2
x 4 x 8 x 2x 4x 8

3
2 3 3 2⇔  

−− == −− ==2x 4x 0 2x(x 2) 02 ⇔⇔  
==x 0⇔  ή ==x 2 .

	� Από τις τιμές αυτές δεκτή είναι 
μόνο η x = 0.

	� Επομένως η εξίσωση έχει μονα-
δική λύση, τον αριθμό x = 0.
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7.	� −− == −− ==2 x 1 3 2 x 1 3⇔ 

−− == −− ==2 x 1 3 2 x 1 3⇔  ή −− == −−2 x 1 3⇔    
−− == −−2 x 1 3⇔ ==2 x 4 ή == −−2 x 2.

	� Η δεύτερη είναι αδύνατη οπότε 
έχουμε 

== == == −−2 x 4 x 2 x 2⇔ ⇔  ή ==x 2 .
	� Επομένως οι λύσεις της εξίσω-

σης είναι οι αριθμοί 2 και 2.

8.	� −− ++ == −− −− == −−x 2x 1 3x 5 (x 1) 3x 52 2⇔  

−− ++ == −− −− == −−x 2x 1 3x 5 (x 1) 3x 52 2⇔  
−− == −−x 1 3x 5⇔  

−− == −−x 1 3x 5⇔  ή −− = − +x 1 3x 5  
=2x 4⇔  ή == ==4x 6 x 2⇔   

== ==4x 6 x 2⇔  ή ==x
3

2
.
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§ 3.2. Η εξίσωση xv = α
Α´ ΟΜΑΔΑΣ

1. i) −− == == ==x 125 0 x 5 x 53 3 3⇔ ⇔ .
    ii) −− == == ==x 243 0 x 3 x 35 5 5⇔ ⇔ .
   iii) −− == == ==x 1 0 x 1 x 17 7⇔ ⇔ .

2. i) � ++ == == −− == −−x 125 0 x ( 5) x 53 3 3⇔ ⇔  
++ == == −− == −−x 125 0 x ( 5) x 53 3 3⇔ ⇔ .

    �ii) � ++ == == −− == −−x 243 0 x ( 3) x 35 5 5⇔ ⇔  
++ == == −− == −−x 243 0 x ( 3) x 35 5 5⇔ ⇔ .

   �iii) � ++ == == −− == −−x 1 0 x ( 1) x 17 7 7⇔ ⇔  
++ == == −− == −−x 1 0 x ( 1) x 17 7 7⇔ ⇔ .

3. i) � −− == == = −x 64 0 x 8 x 82 2 2⇔ ⇔  ή 
==x 8.

    ii) � −− == ==x 81 0 x 814 4⇔  ή 

== −− ==x 81 x 34 ⇔  ή == −−x 3.
   iii) � −− == == ==x 64 0 x 64 x 646 6 6⇔ ⇔  

−− == == ==x 64 0 x 64 x 646 6 6⇔ ⇔  ή == −− ==x 64 x 26 ⇔  
== −− ==x 64 x 26 ⇔  ή == −−x 2.
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4. i) � −− == −− == ==x 8x 0 x (x 8) 0 x 05 2 2 3 2⇔ ⇔  
−− == −− == ==x 8x 0 x (x 8) 0 x 05 2 2 3 2⇔ ⇔  ή == ==x 8 x 03 ⇔  ή ==x 2.  

Άρα λύσεις είναι οι αριθμοί 0  
και 2.

   ii) � ++ == ++ == ==x x 0 x(x 1) 0 x 04 3⇔ ⇔  
++ == ++ == ==x x 0 x(x 1) 0 x 04 3⇔ ⇔  ή == −− ==x 1 x 03 ⇔  

== −− ==x 1 x 03 ⇔  ή == −−x 1. 
�Άρα λύσεις είναι οι αριθμοί 0 
και  1.

  �iii) � ++ == ++ == ==x 16x 0 x(x 16) 0 x 05 4⇔ ⇔  
++ == ++ == ==x 16x 0 x(x 16) 0 x 05 4⇔ ⇔  ή == −− ==x 16 x 04 ⇔  

αφού η x4 =  16 είναι αδύνατη. 
�Άρα η εξίσωση έχει μοναδική 
λύση, την x = 0.

5.	�Για το x έχουμε την εξίσωση 
⋅⋅ ⋅⋅ ==x x 3x 81, με >> == == ==x 0 3x 81 x 27 x 33 3⇔ ⇔ ⇔

>> == == ==x 0 3x 81 x 27 x 33 3⇔ ⇔ ⇔  
>> == == ==x 0 3x 81 x 27 x 33 3⇔ ⇔ ⇔ .

	� Άρα, οι διαστάσεις του παραλλη-
λεπιπέδου είναι 3 m, 3 m και 9 m.
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6. i) ++ == ++ == ==(x 1) 64 x 1 4 x 33 ⇔ ⇔ .

    ii) � ++ == == −− == −− == −−1 125x 0 (5x) 1 5x 1 x
1

5
3 3⇔ ⇔ ⇔ 

++ == == −− == −− == −−1 125x 0 (5x) 1 5x 1 x
1

5
3 3⇔ ⇔ ⇔ .

   iii) � −− −− −− == −− −− −− ==(x 1) 27(x 1) 0 (x 1)[(x 1) 27] 04 3⇔  

−− −− −− == −− −− −− ==(x 1) 27(x 1) 0 (x 1)[(x 1) 27] 04 3⇔   
−− ==x 1 0⇔  ή −− ==(x 1) 273   
==x 1⇔  ή −− ==x 1 3  
==x 1⇔  ή ==x 4.
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§ 3.3. Εξισώσεις 2ου βαθμού
Α´ ΟΜΑΔΑΣ

1. i) �Δ == −− −− ⋅⋅ ⋅⋅ ==( 5) 4 2 3 12 , οπότε η 
εξίσωση έχει δύο πραγματικές 
ρίζες 

� ==
++
⋅⋅

== ==x
5 1

2 2

6

4

3

21  και  
 

==
−−
⋅⋅

== ==x
5 1

2 2

4

4
12

   �ii) �Δ = − − ⋅⋅ == −− ==( 6) 4 9 36 36 02 , 
οπότε η εξίσωση έχει μια διπλή 

ρίζα την == ==x
6

2
3.

  iii) �Δ == −− ⋅⋅ ⋅⋅ == −− = − <4 4 3 2 16 24 8 02  
== −− ⋅⋅ ⋅⋅ == −− = − <4 4 3 2 16 24 8 02 , οπότε η εξίσωση δεν 

έχει πραγματικές ρίζες.
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2. i) � −− == == ==x 1,69 0 x 1,69 x 1,32 2⇔ ⇔ 
−− == == ==x 1,69 0 x 1,69 x 1,32 2⇔ ⇔  ή == −−x 1,3

    �ii) � −− == −− == ==0,5x x 0 x(0,5x 1) 0 x 02 ⇔ ⇔ 
−− == −− == ==0,5x x 0 x(0,5x 1) 0 x 02 ⇔ ⇔  ή == ==0,5x 1 x 0⇔  ή 

==x 2.
   iii) � ++ == ++ == == −−3x 27 0 3(x 9) 0 x 92 2 2⇔ ⇔ 

++ == ++ == == −−3x 27 0 3(x 9) 0 x 92 2 2⇔ ⇔ , που είναι αδύνατη.

3.	�i) �Έχουμε Δ == ++ λ λ − = + λ − λ = λ − λ + == λ − ≥≥4 4 ( 2) 4 4 8 4( 2 1) 4( 1) 02 2 2 
== ++ λ λ − = + λ − λ = λ − λ + == λ − ≥≥4 4 ( 2) 4 4 8 4( 2 1) 4( 1) 02 2 2

 
== ++ λ λ − = + λ − λ = λ − λ + == λ − ≥≥4 4 ( 2) 4 4 8 4( 2 1) 4( 1) 02 2 2  για κάθε λ  � *  

που σημαίνει ότι η εξίσωση 
έχει πραγματικές ρίζες.

   �ii) �Έχουμε Δ == α + β − αβ = α + β + αβ − αβ = α − β ≥( ) 4 2 4 ( ) 02 2 2 2 

== α + β − αβ = α + β + αβ − αβ = α − β ≥( ) 4 2 4 ( ) 02 2 2 2== α + β − αβ = α + β + αβ − αβ = α − β ≥( ) 4 2 4 ( ) 02 2 2 2== α + β − αβ = α + β + αβ − αβ = α − β ≥( ) 4 2 4 ( ) 02 2 2 2

για όλα τα α, β  � με α  0, που 
σημαίνει ότι η εξίσωση έχει 
πραγματικές ρίζες.
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4. �Επειδή 
Δ = − = = ==4 4µ µ µ0 1 12 2⇔ ⇔ 

= − = = ==4 4µ µ µ0 1 12 2⇔ ⇔  ή == −−1µ ,  
οι τιμές του μ για τις οποίες η 
εξίσωση έχει διπλή ρίζα είναι οι 
αριθμοί 1 και 1.

5.	�Έχουμε  
Δ == α + β − ⋅⋅ α + β = α + β + αβ − α − β4( ) 4 2( ) 4 4 8 8 82 2 2 2 2 2 2 

== α + β − ⋅⋅ α + β = α + β + αβ − α − β4( ) 4 2( ) 4 4 8 8 82 2 2 2 2 2 2
 = 

= − α −− β + αβ = − α + β − αβ4 4 8 4( 2 )2 2 2 2
 

= − α −− β + αβ = − α + β − αβ4 4 8 4( 2 )2 2 2 2
 = 

= − α − β <4( ) 02  και η εξίσωση εί-
ναι αδύνατη στο . 

	� Στην περίπτωση που είναι  
α = β  0, ισχύει Δ = 0 και η εξίσω-
ση έχει διπλή ρίζα.

	� Αν είναι α = β = 0, τότε η εξίσωση 
παίρνει τη μορφή 2 = 0 και είναι 
αδύνατη.
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6. i) �S = 2  3 = 5 και Ρ = 2 • 3 = 6,  
οπότε η εξίσωση είναι η 

−− ++ ==x 5x 6 02 .

    ii) � == ++ ==S 1
1

2

3

2
 και == ⋅⋅ ==P 1

1

2

1

2
,  

 
οπότε η εξίσωση είναι η: 
 
 

−− ++ == − + =x
3

2
x

1

2
0 2x 3x 1 02 2⇔ .

  iii) � ( ) ( )== −− ++ ++ ==S 5 2 6 5 2 6 10 
 

και ( ) ( )== −− ⋅⋅ ++ == −− ⋅⋅ ==P 5 2 6 5 2 6 25 4 6 1  

( ) ( )== −− ⋅⋅ ++ == −− ⋅⋅ ==P 5 2 6 5 2 6 25 4 6 1 
οπότε η εξίσωση είναι η: 

−− ++ ==x 10x 1 02 .
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7. i) �Είναι S = 2 και Ρ = 15. Οι ζη-
τούμενοι αριθμοί είναι οι ρίζες 
της εξίσωσης x2  2x  15 = 0, η 
οποία έχει Δ == −− −− ==4 4( 15) 64 . 
Επομένως οι ζητούμενοι αριθ-
μοί είναι 

==
++

==x
2 8

2
51  και ==

−−
== −−x

2 8

2
32 .

   ii) �Είναι S = 9 και Ρ = 10. Οι ζητού-
μενοι αριθμοί είναι οι ρίζες της 
εξίσωσης x2  9x  10 = 0, η 
οποία έχει Δ == −− ⋅⋅ ==81 4 10 41. 
Επομένως οι ζητούμενοι αριθ-
μοί είναι  

==
++

x
9 41

21  και ==
−−

x
9 41

22 .
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8. 1ος τρόπος:
	� i) �Για να λύσουμε την εξίσωση 

αρκεί να βρούμε δύο αριθμούς 

που να έχουν άθροισμα ++5 3  

και γινόμενο == ⋅⋅15 5 3. Οι 
αριθμοί αυτοί είναι προφανώς 

οι 5  και 3  που είναι και οι 
ζητούμενες ρίζες της εξίσωσης.

	 �2ος τρόπος: 

Είναι Δ ( ) ( ) ( )= + −− == ++ ++ ⋅⋅ −− ⋅⋅5 3 4 15 5 3 2 5 3 4 5 3
2 2 2

 

( ) ( ) ( )= + −− == ++ ++ ⋅⋅ −− ⋅⋅5 3 4 15 5 3 2 5 3 4 5 3
2 2 2

( ) ( ) ( )= + −− == ++ ++ ⋅⋅ −− ⋅⋅5 3 4 15 5 3 2 5 3 4 5 3
2 2 2 ( ) ( ) ( )= + −− ⋅⋅ == −− >>5 3 2 5 3 5 3 0

2 2 2

 

( ) ( ) ( )= + −− ⋅⋅ == −− >>5 3 2 5 3 5 3 0
2 2 2

.

	� Επομένως η εξίσωση έχει δύο ρί-
ζες, τους αριθμούς
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(( ))
==

++ ++ −−
==

++ ++ −−
==x

5 3 5 3

2

5 3 5 3

2
51

2

       

(( ))
==

++ ++ −−
==

++ ++ −−
==x

5 3 5 3

2

5 3 5 3

2
51

2

       και 
(( ))

==
++ −− −−

==
++ −− ++

==x
5 3 5 3

2

5 3 5 3

2
32

2

 

       
(( ))

==
++ −− −−

==
++ −− ++

==x
5 3 5 3

2

5 3 5 3

2
32

2

.

  �ii) �Είναι Δ (( )) (( ))== −− ++ == ++ >>2 1 4 2 2 1 0
2 2

 

(( )) (( ))== −− ++ == ++ >>2 1 4 2 2 1 0
2 2

.   
Επομένως η εξίσωση έχει δύο 
ρίζες, τους αριθμούς 

==
−− ++ ++

==x
1 2 2 1

2
11  και 

==
−− −− −−

== −−x
1 2 2 1

2
22 .
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9.	�1ος τρόπος:
	 ++ α = β − α + α + α − β = + α − β =x 2 x x 2 x 0 (x ) 02 2 2 2 2 2 2 2⇔ ⇔ 

	++ α = β − α + α + α − β = + α − β =x 2 x x 2 x 0 (x ) 02 2 2 2 2 2 2 2⇔ ⇔  

	++ α = β − α + α + α − β = + α − β =x 2 x x 2 x 0 (x ) 02 2 2 2 2 2 2 2⇔ ⇔  
	 ++ α + β + α − β = == −−α − β(x )(x ) 0 x⇔⇔  
	++ α + β + α − β = == −−α − β(x )(x ) 0 x⇔⇔  ή = β − αx .

	 �2ος τρόπος: 
Η εξίσωση γράφεται  
x2  2αx  α2  β2 = 0. 
Είναι Δ = 4α2  4(α2  β2) = 4β2, 
οπότε η εξίσωση έχει ρίζες τους 
αριθμούς 

==
− α − β

== −− α + βx
2 2

2
( )1  και 

=
− α + β

= β − αx
2 2

22 .
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10. �Έστω x και y οι πλευρές του ορ-
θογωνίου. 

y

x
26m

       �Τότε έχουμε ++ == ++ == == −−2x 2y 68 x y 34 y 34 x⇔ ⇔ 
++ == ++ == == −−2x 2y 68 x y 34 y 34 x⇔ ⇔  (1) 

       �Από το πυθαγόρειο θεώρη-
μα προκύπτει ότι x2  y2 = 262, 
οπότε λόγω της (1) έχουμε

++ −− == ++ −− ++ ==x (34 x) 26 x 34 68x x 262 2 2 2 2 2 2⇔  
++ −− == ++ −− ++ ==x (34 x) 26 x 34 68x x 262 2 2 2 2 2 2⇔  

       � −− ++ −− ==2x 68x 34 26 02 2 2⇔   
−− ++ −− ++ ==2x 68x (34 26)(34 26) 02⇔  

      −− ++ −− ++ ==2x 68x (34 26)(34 26) 02⇔   
−− ++ ⋅⋅ == −− ++ ⋅⋅ ==2x 68x 8 60 0 x 34x 4 60 02 2⇔⇔  

−− ++ ⋅⋅ == −− ++ ⋅⋅ ==2x 68x 8 60 0 x 34x 4 60 02 2⇔⇔ .
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	 Είναι Δ = 342  4 • 4 • 60 = 196. 
	� Επομένως η εξίσωση έχει δύο ρί-

ζες τις 

==
++

==x
34 14

2
241  και  

	 ==
−−

==x
34 14

2
102 .

	� Οι ρίζες αυτές λόγω και της (1) 
είναι οι ζητούμενες πλευρές του 
ορθογωνίου.

11. i) �Η εξίσωση γράφεται 

−− ++ ==x 7 x 12 0
2 . Θέτουμε  
==x 3ω οπότε η εξίσωση γίνεται  

ω2  7ω  12 = 0 και έχει ρίζες  
ω1 = 3 και ω2 = 4 που είναι δε-
κτές και οι δύο, οπότε έχουμε 

==x 3 ή ==x 34, που σημαίνει ότι  
x = 3 ή x = 3 ή x = 4 ή x = 4.  
Επομένως η εξίσωση έχει λύσεις 
τους αριθμούς 3, 3, 4 και 4.
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	�� ii) �Θέτουμε = ωx , οπότε έχουμε 
++ −− = ω + ω− ==x 2 x 35 0 2 35 02 2⇔  

++ −− = ω + ω− ==x 2 x 35 0 2 35 02 2⇔ . 
Είναι Δ = 144. 
�Η εξίσωση έχει ρίζες 5 και 7. 
Από αυτές δεκτή είναι μόνο η 
θετική, αφού ω = ≥x 0. Επομέ-
νως ==x 5 , που σημαίνει x = 5 ή  
x =  5.

   iii) �Θέτουμε = ωx , οπότε έχουμε  
−− ++ == ω − ω+ ==x 8 x 12 0 8 12 02 2⇔  

−− ++ == ω − ω+ ==x 8 x 12 0 8 12 02 2⇔ , 

αφού =x x2 2
. Η εξίσωση αυτή 

έχει ρίζες τους αριθμούς 6 και 
2, που είναι δεκτές και οι δύο. 
Επομένως =x 6 ή =x 2 που 
σημαίνει ότι x = 6 ή x = 6 ή x = 2 
ή x = 2.
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12. �Θέτουμε −− = ωx 1 , οπότε έχουμε 

−− ++ −− −− == ω + ω − =(x 1) 4 x 1 5 0 4 5 02 2⇔  

−− ++ −− −− == ω + ω − =(x 1) 4 x 1 5 0 4 5 02 2⇔ , αφού 

−− == −−(x 1) x 12 2
. 

Η εξίσωση αυτή έχει ρίζες τους 
αριθμούς 5 και 1. Δεκτή εί-
ναι μόνο η θετική ω = 1 αφού 

ω = − ≥x 1 0. Επομένως, 

−− == −− ==x 1 1 x 1 1⇔  ή 

−− == −− ==x 1 1 x 2⇔  ή x = 0. 
Άρα, η εξίσωση έχει δύο ρίζες, 
τους αριθμούς 0 και 2.

13. �Η εξίσωση ορίζεται για x  0. 

Θέτουμε ++ = ωx
1

x
  

 
οπότε η εξίσωση γράφεται  
ω2  5ω  6 = 0. Η εξίσωση αυτή 
έχει ρίζες του αριθμούς 2 και 3, 
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οπότε έχουμε 

++ ==x
1

x
2 ή ++ ==x

1

x
3. 

 
Η πρώτη εξίσωση γράφεται 

++ == ++ == −− ==x
1

x
2 x 1 2x (x 1) 02 2⇔ ⇔

 
++ == ++ == −− ==x

1

x
2 x 1 2x (x 1) 02 2⇔ ⇔  

και έχει το 1 διπλή ρίζα. 
Η δεύτερη γράφεται

++ == ++ == −− ++ ==x
1

x
3 x 1 3x x 3x 1 02 2⇔ ⇔

 
++ == ++ == −− ++ ==x

1

x
3 x 1 3x x 3x 1 02 2⇔ ⇔  

και έχει ως ρίζες τους αριθμούς 

−−3 5

2
 και 

++3 5

2
. 

 
Επομένως η αρχική εξίσωση 
έχει ως ρίζες τους αριθμούς 

1, 
−−3 5

2
 και 

++3 5

2
.
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14	. i) �H εξίσωση ορίζεται για x  1 
και x  0. Με αυτούς τους πε-
ριορισμούς έχουμε: 

++
++

++
==

x

x 1

x 1

x

13

6  

++
++

++ ++
++

== ++6x(x 1)
x

x 1
6x(x 1)

x 1

x
6x(x 1)

13

6
⇔

 

++
++

++ ++
++

== ++6x(x 1)
x

x 1
6x(x 1)

x 1

x
6x(x 1)

13

6
⇔

  
++ ++ == ++6x 6(x 1) 13x(x 1)2 2⇔  
++ ++ ++ == ++6x 6x 12x 6 13x 13x2 2 2⇔  

++ ++ ++ == ++6x 6x 12x 6 13x 13x2 2 2⇔  
++ −− ==x x 6 02⇔  

η οποία έχει ρίζες τους αριθ-
μούς 2 και 3.

      ii) �Η εξίσωση ορίζεται για x  0 
και x  2. Με αυτούς τους περι-
ορισμούς έχουμε:
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++

−−
−−

++
−−

−−
==

2

x

2x 3

x 2

2 x

x(x 2)
0

2

	
−− ++ −−

−−
−−

++ −−
−−

−−
==x(x 2)

2

x
x(x 2)

2x 3

x 2
x(x 2)

2 x

x(x 2)
0

2
⇔

 

	
−− ++ −−

−−
−−

++ −−
−−

−−
==x(x 2)

2

x
x(x 2)

2x 3

x 2
x(x 2)

2 x

x(x 2)
0

2
⇔

 

	 −− ++ −− ++ −− ==2x 4 2x 3x 2 x 02 2⇔  
	 −− −− ==x x 2 02⇔ .
	� Η τελευταία εξίσωση έχει ρίζες 

τους αριθμούς 2 και 1, οπότε 
λόγω των περιορισμών δεκτή εί-
ναι μόνο η x = 1.
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15. i) �Αν θέσουμε x2 = y η εξίσωση γί-
νεται y2  6y  40 = 0. Αυτή έχει 
ρίζες τις y1 = 4 και y2 = 10.  
Επειδή y = x2  0, δεκτή είναι 
μόνο η y1 = 4, οπότε έχουμε 

== ==x 4 x 22 ⇔  ή = −x 2. Επομέ-
νως οι ρίζες της αρχικής εξίσω-
σης είναι οι αριθμοί 2 και 2.

	� ii) �Αν θέσουμε x2 = y η εξίσωση 
γίνεται 4y2  11y  3 = 0. Αυτή 

έχει ρίζες τις y1 = 3 και ==y
1

42 . 
 
Επειδή y = x2  0 δεκτή είναι 

μόνο η ==y
1

42 , οπότε έχουμε  
 

== ==x
1

4
x

1

2
2 ⇔  ή = −x

1

2
.  

 
Επομένως οι ρίζες της αρχικής 

εξίσωσης είναι οι αριθμοί −−
1

2
  

και 
1

2
.
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	� iii) �Αν θέσουμε x2 = y η εξίσωση γί-
νεται 2y2  7y  3 = 0. Αυτή έχει 

ρίζες τις y1 =  3 και = −y
1

22 .   
Επειδή y = x2  0 καμία από αυ-
τές δεν είναι δεκτή. Επομένως η 
αρχική εξίσωση είναι αδύνατη. 
Σχόλιο: Είναι προφανές ότι η 
εξίσωση είναι αδύνατη, αφού  
2x4  7x2  3  0 για κάθε x  � .
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B´ ΟΜΑΔΑΣ
1. i) �Δ == −− α − α α − == α − α + α = α( 2 ) 4 ( 1) 4 4 4 43 2 2 4 6 6 2 2 

== −− α − α α − == α − α + α = α( 2 ) 4 ( 1) 4 4 4 43 2 2 4 6 6 2 2.

   �ii) �Οι ρίζες της εξίσωσης είναι

==
α + α

α
==

α α +
α

==
α +
α

x
2 2

2

2 ( 1)

2

1
1

3

2

2

2

2

 
και 

==
α − α

α
==

α α −
α

==
α −
α

x
2 2

2

2 ( 1)

2

1
2

3

2

2

2

2

 
 

==
α − α

α
==

α α −
α

==
α −
α

x
2 2

2

2 ( 1)

2

1
2

3

2

2

2

2
.
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2. i) �Είναι  

Δ (( )) (( )) (( ))== −− −− −− == −− ++ −− ++ ==5 2 4 6 3 2 25 10 2 2 24 12 2
2 2

 

(( )) (( )) (( ))== −− −− −− == −− ++ −− ++ ==5 2 4 6 3 2 25 10 2 2 24 12 2
2 2

 

(( )) (( ))== ++ ++ == ++2 2 2 1 2 1
2 2

.

   ii) �Οι ρίζες της εξίσωσης είναι 

(( ))
==

−− + +
==

−− ++ ++
==x

5 2 2 1

2

5 2 2 1

2
31

2

 

(( ))
==

−− + +
==

−− ++ ++
==x

5 2 2 1

2

5 2 2 1

2
31

2

 και

==
−− −− −−

==
−−

== −−x
5 2 2 1

2

4 2 2

2
2 22

 

==
−− −− −−

==
−−

== −−x
5 2 2 1

2

4 2 2

2
2 22 .
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3. i) �H εξίσωση έχει διπλή ρίζα αν 
και μόνο αν Δ = 0. Είναι  
Δ == α − −− ⋅ α + α + == α − α + −− α − α −( 9) 4 2( 3 4) 18 81 8 24 322 2 2 2 

== α − −− ⋅ α + α + == α − α + −− α − α −( 9) 4 2( 3 4) 18 81 8 24 322 2 2 2
 

== −− α − α +7 42 492 , οπότε 

Δ == α + α − = α + α − = α = −−0 7 42 49 0 6 7 0 72 2⇔ ⇔⇔  

== α + α − = α + α − = α = −−0 7 42 49 0 6 7 0 72 2⇔ ⇔⇔  ή α = 1.  
Επομένως για α = 7 ή α = 1 η 
εξίσωση έχει διπλή ρίζα.

4. �Αν το ρ είναι ρίζα της εξίσωσης, 
τότε ισχύει αρ2  βρ  γ = 0. Είναι 
ρ  0, αφού γ  0, οπότε έχουμε

αρ + βρ+ γ = α + β
ρ

++ γ
ρ

= γ
ρ















+ β

ρ
+ α =0

1 1
0

1 1
02

2

2

⇔ ⇔
 

αρ + βρ+ γ = α + β
ρ

++ γ
ρ

= γ
ρ















+ β

ρ
+ α =0

1 1
0

1 1
02

2

2

⇔ ⇔
 

	� που σημαίνει ότι το 
ρ

1
 είναι ρίζα  

 
της εξίσωσης γ +β + α =x x 02 .
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5. i) �1ος τρόπος: 
�Η εξίσωση είναι ορισμένη για  
x  0. Με αυτόν τον περιορισμό 
έχουμε  

++
α

= α + −− α +
α

−− ==x
1 1

x
x

1 1

x
0⇔

 

++
α

= α + −− α +
α

−− ==x
1 1

x
x

1 1

x
0⇔

  

−− α +
−− α

α
== − α +

α







 ==x

x

x
0 (x ) 1

1

x
0⇔⇔

 

−− α +
−− α

α
== − α +

α







 ==x

x

x
0 (x ) 1

1

x
0⇔⇔

  

− α
α +
α







 ==(x )

x 1

x
0⇔

  
−− α =x 0⇔  ή α + = = αx 1 0 x⇔  

α + = = αx 1 0 x⇔  ή = −
α

x
1 .
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	 2ος τρόπος:
	� Η εξίσωση είναι ορισμένη για  

x  0. Με αυτόν τον περιορισμό 
έχουμε 

+
α

= α + −− ++
α

− α = −− ++
− α

α









 ==x

1 1

x
x

1

x

1
0 x 1

1
x 02

2
⇔ ⇔

 

+
α

= α + −− ++
α

− α = −− ++
− α

α









 ==x

1 1

x
x

1

x

1
0 x 1

1
x 02

2
⇔ ⇔

   

 α − α + −− α = α − α − −− α =x (1 )x 0 x ( 1)x 02 2 2 2⇔  
α − α + −− α = α − α − −− α =x (1 )x 0 x ( 1)x 02 2 2 2⇔ .

	� Είναι Δ = α − − α −α = α − α + ++ α = α + α + == α +( 1) 4 ( ) 2 1 4 2 1 ( 1)2 2 4 2 2 4 2 2 2 

= α − − α −α = α − α + ++ α = α + α + == α +( 1) 4 ( ) 2 1 4 2 1 ( 1)2 2 4 2 2 4 2 2 2
 

= α − − α −α = α − α + ++ α = α + α + == α +( 1) 4 ( ) 2 1 4 2 1 ( 1)2 2 4 2 2 4 2 2 2
  

οπότε η εξίσωση έχει δύο ρίζες τις

	�  ==
α − ++ α +

α
= αx

1 1

21

2 2
 και 

==
α − −− α −

α
== −−

α
x

1 1

2

1
2

2 2
.
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 ii) �1ος τρόπος: 
�Η εξίσωση είναι ορισμένη για  
x  0. Με αυτόν τον περιορισμό 
έχουμε 

α
++
α

==
α

β
++
β

α α
−−
β

α
==
α

β
−−
α

α
−− β = α

β
−−









x

x

x

x

1
(x )

1 1

x
⇔ ⇔

 

α
++
α

==
α

β
++
β

α α
−−
β

α
==
α

β
−−
α

α
−− β = α

β
−−









x

x

x

x

1
(x )

1 1

x
⇔ ⇔

  

α
−− β = α

−− β

β







 −− β

α
−−

α

β







 ==

1
(x )

x

x
(x )

1

x
0⇔⇔

 

α
−− β = α

−− β

β







 −− β

α
−−

α

β







 ==

1
(x )

x

x
(x )

1

x
0⇔⇔

  

= βx⇔  ή 
α

β
=
α

= β
x

1
x⇔  

 
α

β
=
α

= β
x

1
x⇔  ή β = αx 2 = βx⇔  ή =

α

β
x

2

	� Επομένως η εξίσωση έχει ρίζες 

τους αριθμούς β και 
α

β

2
.
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	 2ος τρόπος:
	� Η εξίσωση είναι ορισμένη για  

x  0. Με αυτόν τον περιορισμό 
έχουμε 

α
++
α

==
α

β
++
β

α
αβ

α
+ αβ

α
= αβ

α

β
+ αβ

β

α

x

x
x
x

x
x

x x⇔
 

α
++
α

==
α

β
++
β

α
αβ

α
+ αβ

α
= αβ

α

β
+ αβ

β

α

x

x
x
x

x
x

x x⇔
  

β + α β == α + β β −− β + α β − α =x x x x x x 02 2 2 2 2 2 2 2⇔⇔  

β + α β == α + β β −− β + α β − α =x x x x x x 02 2 2 2 2 2 2 2⇔⇔   
β − β + α β −− == −− β β −− α =x(x ) ( x) 0 (x )( x ) 02 2⇔⇔  

β − β + α β −− == −− β β −− α =x(x ) ( x) 0 (x )( x ) 02 2⇔⇔   
= βx⇔  ή β = α = βx x2 ⇔  

β = α = βx x2 ⇔  ή =
α

β
x

2

.

	� Επομένως η εξίσωση έχει ρίζες 

τους αριθμούς β και 
α

β

2
.
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	 3ος τρόπος:
	� Η εξίσωση είναι ορισμένη για  

x  0. Με αυτόν τον περιορισμό 
έχουμε 

α
++
α

==
α

β
++
β

α
αβ

α
++ αβ

α
== αβ

α

β
++ αβ

β

α

x

x
x
x

x
x

x x⇔
 

α
++
α

==
α

β
++
β

α
αβ

α
++ αβ

α
== αβ

α

β
++ αβ

β

α

x

x
x
x

x
x

x x⇔
  

β + α β == α + β β −− α + β + α β =x x x x ( )x 02 2 2 2 2 2 2 2⇔⇔  
β + α β == α + β β −− α + β + α β =x x x x ( )x 02 2 2 2 2 2 2 2⇔⇔ .

	� Είναι  
Δ = α + β − α β = α + β + α β −− α β( ) 4 2 42 2 2 2 2 4 4 2 2 2 2 

= α + β − α β = α + β + α β −− α β( ) 4 2 42 2 2 2 2 4 4 2 2 2 2
 = 

= α + β − α β == α − β2 ( )4 4 2 2 2 2 2

	� • Αν α   β η εξίσωση έχει δύο 
ρίζες τις 

==
α + β + α − β

β
==

α

β
==
α

β
x

2

2

21

2 2 2 2 2 2

  
και 
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==
α + β − α + β

β
==

β

β
= βx

2

2

22

2 2 2 2 2
.

	� • Αν α = β ή α =  β τότε η εξίσω-
ση έχει διπλή ρίζα, την 

( )
==

α + β

β
==

α

β
==

α

β
==

β

β
= βx

2

2

2

2 2 2 2 2

6. i) �Έχουμε Δ == λ − −− == λ + >>4 4( 8) 4 32 02 2 
== λ − −− == λ + >>4 4( 8) 4 32 02 2  για κάθε λ  � . 

Αυτό σημαίνει ότι η εξίσωση έχει 
ρίζες πραγματικές για κάθε λ  �.

   ii) �Έστω x1, x2 οι ρίζες της εξίσω-
σης με =x x2 1

2. Από τους τύ-
πους Vieta έχουμε

	 • ++ == − λ + == − λx x 2 x x 21 2 1 1
2⇔  και

	� • � ⋅⋅ == −− == − = −−x x 8 x 8 x 21 2 1
3

1⇔ ⇔ ,  
οπότε == −− ==x ( 2) 42

2 .
	� Τότε έχουμε 

−− ++ == −− λ λ == −− λ = −−2 4 2 2 2 1⇔ ⇔ .
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7. �Έστω x  1, x, x  1 τρεις διαδο-
χικοί ακέραιοι. Οι αριθμοί αυτοί 
αποτελούν πλευρές ορθογωνίου 
τριγώνου αν και μόνο αν ισχύει 

+ = + − + + = + − +(x 1) x (x 1) x 2x 1 x x 2x 12 2 2 2 2 2⇔  
+ = + − + + = + − +(x 1) x (x 1) x 2x 1 x x 2x 12 2 2 2 2 2⇔   

−− == −− ==x 4x 0 x(x 4) 02 ⇔⇔   
=x 4⇔ , αφού x  0 ως πλευρά 

τριγώνου.
	� Η λύση x = 4 της εξίσωσης είναι 

μοναδική. Επομένως υπάρχει μία 
μόνο τριάδα διαδοχικών ακεραί-
ων που είναι μήκη πλευρών ορ-
θογωνίου τριγώνου. Οι ακέραιοι 
αυτοί είναι οι 3, 4 και 5.
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8. �

Β

Λ

Κ

Π

Ε

ΘΗΑ

ΓNΞ∆

O

d

d
M

Z I

	� Το εμβαδόν E1 του σταυρού προ-
κύπτει από το άθροισμα των εμ-
βαδών των δύο λευκών λωρίδων 
της σημαίας από το οποίο όμως 
πρέπει να αφαιρέσουμε το εμ-
βαδόν του κοινού τετραγώνου 
(ΟΜΙΖ) πλευράς d. Είναι δηλαδή  

== ⋅⋅ ++ ⋅⋅ −− == −−E 3 d 4 d d 7d d1
2 2  

Έστω Ε2 το εμβαδόν του υπό-
λοιπου μέρους της σημαίας. Θα 
ισχύει E1 = Ε2 αν και μόνο αν το 
Ε1 είναι ίσο με το μισό του εμβα-
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δού ολόκληρης της σημαίας. 
Επομένως έχουμε 

== −− ==
⋅

−− ++ == ==E E 7d d
3 4

2
d 7d 6 0 d 11 2

2 2⇔ ⇔ ⇔
 

== −− ==
⋅

−− ++ == ==E E 7d d
3 4

2
d 7d 6 0 d 11 2

2 2⇔ ⇔ ⇔  ή d = 6.
	� Όμως για το d έχουμε τον περιο-

ρισμό 0  d  3, οπότε d = 1.
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9.	�Αν το μηχάνημα Α χρειάζεται x 
ώρες για να τελειώσει το έργο, 
όταν εργάζεται μόνο του, τότε 
το Β θα χρειάζεται x  12 ώρες 
για το ίδιο έργο. Σε μία ώρα το Α 

εκτελεί τότε το 
1

x
 μέρος του έργου 

 

ενώ το Β εκτελεί το 
+
1

x 12
 μέρος 

 
του έργου. Αν τα δύο μηχανήματα 
εργαστούν μαζί για 8 ώρες, τότε 

το Α εκτελεί το =8
1

x

8

x
 μέρος του  

 
έργου, ενώ το Β εκτελεί το 

⋅⋅
++

==
++

8
1

x 12

8

x 12
 μέρος του έργου. 

 
Αν προσθέσουμε τα δύο αυτά 
μέρη του έργου θα έχουμε ολό-
κληρο το έργο δηλαδή το 1 έργο. 
Έτσι έχουμε την εξίσωση του 
προβλήματος 
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++
++

== ++ ++ == ++
8

x

8

x 12
1 8(x 12) 8x x(x 12)⇔

 

++
++

== ++ ++ == ++
8

x

8

x 12
1 8(x 12) 8x x(x 12)⇔   

++ ++ == ++ −− −− ==8x 96 8x x 12x x 4x 96 02 2⇔⇔  
++ ++ == ++ −− −− ==8x 96 8x x 12x x 4x 96 02 2⇔⇔ .

	� Είναι Δ = 16  4(  96) = 400, οπότε 

==
++

==x
4 20

2
12  ή ==

−−
== −−x

4 20

2
8 .

 
	� Είναι δηλαδή x = 12, αφού x  0. 

Επομένως το μηχάνημα Α χρειά-
ζεται 12 ώρες για να τελειώσει το 
έργο μόνο του, ενώ το Β χρειάζε-
ται 24 ώρες.
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10. �Ο αριθμός 1 είναι ρίζα αν και 
μόνο αν επαληθεύει την εξί-
σωση, δηλαδή αν και μόνο αν 
ισχύει 

−− ⋅⋅ + α == α =1 10 1 0 94 2 ⇔ .  
Για α = 9 η εξίσωση γίνεται 

−− ++ ==x 10x 9 04 2 . 
�Αν θέσουμε x2 = y η εξίσωση γί-
νεται 

−− ++ ==y 10y 9 02 . 
Αυτή έχει ρίζες τους αριθμούς 
9 και 1 οπότε έχουμε =x 92  ή 

= =x 1 x 32 ⇔  ή = −x 3 ή =x 1 ή 
= −x 1. Επομένως η αρχική εξί-

σωση έχει ρίζες τους αριθμούς 
3, 3, 1, 1.
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