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ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΕΠΑΝΕΚ∆ΟΣΗΣ

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΧΙΚΗΣ ΕΚ∆ΟΣΗΣ

ΠΡΟΣΑΡΜΟΓΗ ΤΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ  
ΓΙΑ ΜΑΘΗΤΕΣ  

ΜΕ ΜΕΙΩΜΕΝΗ ΟΡΑΣΗ

ΙΤΥΕ - ∆ΙΟΦΑΝΤΟΣ 

Οι διορθώσεις πραγµατοποιήθηκαν 
κατόπιν έγκρισης του ∆.Σ. του 
Ινστιτούτου Εκπαιδευτικής Πολιτικής

Η επανέκδοση του παρόντος βιβλίου 
πραγµατοποιήθηκε από το Ινστιτούτο 
Τεχνολογίας Υπολογιστών 
& Εκδόσεων «∆ιόφαντος» 
µέσω ψηφιακής µακέτας, η οποία 
δηµιουργήθηκε µε χρηµατοδότηση 
από το ΕΣΠΑ / ΕΠ «Εκπαίδευση & ∆ιά 
Βίου Μάθηση» / Πράξη «ΣΤΗΡΙΖΩ».

To πλαίσιο αυξοµειώνεται

ΠΡΟΣΑΡΜΟΓΗ ΤΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ  
ΓΙΑ ΜΑΘΗΤΕΣ  

ΜΕ ΜΕΙΩΜΕΝΗ ΟΡΑΣΗ

ΙΤΥΕ - ∆ΙΟΦΑΝΤΟΣ 

Η αξιολόγηση, η κρίση  
των προσαρµογών και  
η επιστηµονική επιµέλεια  
του προσαρµοσµένου βιβλίου 
πραγµατοποιείται από τη Μονάδα 
Ειδικής Αγωγής του Ινστιτούτου 
Εκπαιδευτικής Πολιτικής.

Η προσαρµογή του βιβλίου  
για µαθητές µε µειωµένη όραση 
από το ΙΤΥΕ – ∆ΙΟΦΑΝΤΟΣ 
πραγµατοποιείται µε βάση 
τις προδιαγραφές που έχουν 
αναπτυχθεί από ειδικούς 
εµπειρογνώµονες για το ΙΕΠ.
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ΑΔΑΜΟΠΟΥΛΟΣ ΛΕΩΝΙΔΑΣ
ΔΑΜΙΑΝΟΥ ΧΑΡΑΛΑΜΠΟΣ

ΣΒΕΡΚΟΣ ΑΝΔΡΕΑΣ
Η συγγραφή και η επιστημονική 

επιμέλεια του βιβλίου
πραγματοποιήθηκε υπό την αιγίδα 

του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου
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2.5 ΓΡΑΜΜΙΚΗ ΣΥΣΧΕΤΙΣΗ

Εισαγωγή

Έχουμε δει μέχρι τώρα ότι ένα σύ-
νολο παρατηρήσεων μιας μετα-
βλητής περιγράφεται με τα μέτρα 
θέσης και διασποράς, όπως για πα-
ράδειγμα, η μέση τιμή και η τυπική 
απόκλιση, αντιστοίχως. Επιπλέον, 
με τη γραμμική παλινδρόμηση που 
εξετάσαμε στην προηγούμενη πα-
ράγραφο είδαμε πώς βρίσκουμε 
την ευθεία γραμμικής παλινδρόμη-
σης η οποία προσαρμόζεται καλύ-
τερα στο “σμήνος” των σημείων 
όπως αυτά παριστάνονται σε ένα 
διάγραμμα διασποράς. 
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Ας δούμε, για παράδειγμα, τα πα-
ρακάτω ζεύγη τιμών (xi, yi) για τις 
μεταβλητές Χ, Υ και (xi′, yi′) για τις 
μεταβλητές X′, Y′:

xi yi

1
1
2
3
3
4
5
5

2,5
4,0
3,0
4,5
4,0
3,5
5,5
5,0

xi′ yi′
1,0
1,5
2,0
2,5
3,0
4,0
4,5
5,5

2,5
1,0
4,0
5,5
6,0
3,5
6,0
3,5

από τα οποία βρίσκουμε:

•  x  = 3,    y = 5,    sx = 1,5,    sy = 0,94 
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• 	� x ′ = 3,     y′ = 5,    sx′ = 1,46,   
sy′ = 1,66

•    �το διάγραμμα διασποράς στο 
σχήμα 18(α) των σημείων (xi, yi) 
και την αντίστοιχη ευθεία ελαχί-
στων τετραγώνων 
y = 2,58 + 0,47x

•    �το διάγραμμα διασποράς στο 
σχήμα 18(β) των σημείων (xi′, yi′) 
και την αντίστοιχη ευθεία ελαχί-
στων τετραγώνων 
y′ = 2,58 + 0,47x′.
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6
5
4
3
2
1

6
5
4
3
2
1

Ο Ο

(α) (β)

y y′′         

x′′         x
 1 2 3 4 5 6  1 2 3 4 5 6

18α
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6
5
4
3
2
1

6
5
4
3
2
1

Ο Ο

(α) (β)

y y′′         

x′′         x
 1 2 3 4 5 6  1 2 3 4 5 6

Στα δύο αυτά διαγράμματα διασπο-
ράς βλέπουμε ότι προσαρμόζεται 
η ίδια ευθεία γραμμικής παλινδρό-
μησης. Όμως τα σημεία του σμή-
νους στο διάγραμμα (α) είναι πε-
ρισσότερο συγκεντρωμένα γύρω 
από την ευθεία ενώ στο διάγραμμα 
(β) έχουμε ένα πιο χαλαρό σμήνος 

18β
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σημείων γύρω από την αντίστοι-
χη ευθεία παλινδρόμησης. Δηλαδή 
στην πρώτη περίπτωση η γραμμική 
σχέση μεταξύ των μεταβλητών είναι 
ισχυρότερη παρά στη δεύτερη πε-
ρίπτωση. Ένα μέτρο που μας δίνει 
το μέγεθος της γραμμικής σχέσης ή 
το βαθμό συγκέντρωσης των σημεί-
ων του διαγράμματος διασποράς 
γύρω από την ευθεία παλινδρό-
μησης είναι ο λεγόμενος συντελε-
στής γραμμικής συσχέτισης (linear 
correlation coefficient).

Συντελεστής Γραμμικής Συσχέτι-
σης

Ο συντελεστής γραμμικής συσχέ-
τισης δύο μεταβλητών Χ και Υ ορί-
ζεται με βάση ένα δείγμα ν ζευγών 
παρατηρήσεων (xi, yi), i = 1, 2, ..., ν 
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συμβολίζεται με r(X,Y) ή απλά με r 
και δίνεται από τον τύπο:

 

r
(x x)(y y)

(x x) (y y)

i i
i 1

ν

i
2

i 1

ν

i
2

i 1

ν

∑

∑ ∑
==

− −

− −

==

= =
    

(1)

αναφέρεται δε και ως συντελεστής 
συσχέτισης του Pearson. 
Από τον ορισμό του r παρατηρού-
με ότι για μεγάλες τιμές xi της Χ και 
yi της Υ (μεγαλύτερες από τη μέση 
τιμή τους) οι διαφορές (xi − x) και  
(yi − y) είναι θετικές, οπότε το γινό-
μενό τους είναι θετικό. Όμοια για μι-
κρές τιμές xi και yi, οι διαφορές  
(xi − x) και (yi − y) είναι αρνητικές, 
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οπότε το γινόμενό τους είναι πάλι 
θετικό. Επομένως, όταν σε μεγάλες 
τιμές της μεταβλητής Χ αντιστοι-
χούν και μεγάλες τιμές της Υ, ή σε 
μικρές τιμές της Χ αντιστοιχούν μι-
κρές τιμές της Υ τότε ο συντελεστής 
συσχέτισης είναι θετικός και λέμε 
ότι οι Χ, Υ είναι θετικά συσχετισμέ-
νες. Ανάλογα μπορούμε να δούμε 
ότι ο r παίρνει αρνητικές τιμές όταν 
σε μεγάλες τιμές της μιας μεταβλη-
τής αντιστοιχούν μικρές τιμές της 
άλλης, οπότε λέμε ότι οι μεταβλητές 
αυτές είναι αρνητικά συσχετισμέ-
νες.
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Με βάση τον παρακάτω πίνακα και 
τον τύπο (1) υπολογίζουμε το συ-
ντελεστή

xi yi xi − x yi − y (xi −x)2 (yi − y)2 (xi − x)(yi − y)

1
1
2
3
3
4
5
5

2,5
4,0
3,0
4,5
4,0
3,5
5,5
5,0

−2
−2
−1
  0
  0
  1
  2
  2

−1,5
  0
−1
  0,5
  0
−0,5
  1,5
  1

4
4
1
0
0
1
4
4

2,25
0
1
0,25
0
0,25
0,25
1

3
0
1
0
0

−0,5
3
2

24 32 0 0 18 7 8,5

γραμμικής συσχέτισης για τα δεδο-
μένα του πρώτου παραδείγματος
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xi yi xi − x yi − y (xi −x)2 (yi − y)2 (xi − x)(yi − y)

1
1
2
3
3
4
5
5

2,5
4,0
3,0
4,5
4,0
3,5
5,5
5,0

−2
−2
−1
  0
  0
  1
  2
  2

−1,5
  0
−1
  0,5
  0
−0,5
  1,5
  1

4
4
1
0
0
1
4
4

2,25
0
1
0,25
0
0,25
0,25
1

3
0
1
0
0

−0,5
3
2

24 32 0 0 18 7 8,5
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r
(x x)(y y)

(x x) (y y)

8,5
18 7

0,76.i i

i
2

i
2

∑∑
∑ ∑

==
− −

− −
= ≈

	
r

(x x)(y y)

(x x) (y y)

8,5
18 7

0,76.i i

i
2

i
2

∑∑
∑ ∑

==
− −

− −
= ≈

Με ανάλογο τρόπο υπολογίζουμε 
και το συντελεστή γραμμικής συ-
σχέτισης για τα δεδομένα του δεύ-
τερου παραδείγματος όπου βρί-
σκουμε r′ ≈ 0,41.

Συγκρίνοντας τους δύο συντελε-
στές συσχέτισης βλέπουμε ότι r > r′. 
Αυτό δηλώνει ότι οι μεταβλητές Χ, 
Υ του πρώτου παραδείγματος είναι 
περισσότερο γραμμικά συσχετισμέ-
νες παρά οι μεταβλητές X′, Y′ του 
δεύτερου παραδείγματος.
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Ο συντελεστής συσχέτισης είναι 
καθαρός αριθμός, δηλαδή δεν εκ-
φράζεται σε συγκεκριμένες μονάδες 
μέτρησης, επομένως είναι ανεξάρ-
τητος των χρησιμοποιούμενων μο-
νάδων μέτρησης των μεταβλητών Χ 
και Υ. Επί πλέον ισχύει πάντοτε ότι:

−1 ≤ r ≤ +1.

Πιο συγκεκριμένα όταν:
•	 0 < r < +1,	� τότε οι Χ, Υ είναι θετι-

κά γραμμικά συσχετι-
σμένες (σχήμα 19(γ), 
(ε))

•	 −1 < r < 0,	�� τότε οι Χ, Υ είναι αρ-
νητικά γραμμικά συ-
σχετισμένες (σχήμα 
19(δ), (στ))
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•	 r = +1,	� τότε έχουμε τέλεια θετική 
γραμμική συσχέτιση και 
όλα τα σημεία βρίσκονται 
πάνω σε μια ευθεία με θε-
τική κλίση (σχήμα 19(α)), 
δηλαδή y = α + βx, β > 0

•	 r = −1,	� τότε έχουμε τέλεια αρνη-
τική γραμμική συσχέτιση 
και όλα τα σημεία βρίσκο-
νται πάνω σε μια ευθεία 
με αρνητική κλίση (σχήμα 
19(β)), δηλαδή y = α + βx, 
β < 0

•	 r = 0,	� τότε δεν υπάρχει γραμ-
μική συσχέτιση μεταξύ 
των μεταβλητών. Οι μετα-
βλητές δηλαδή Χ, Υ είναι 
γραμμικά ασυσχέτιστες 
(σχήμα 19(ζ)).
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y

x(α)

r = +1

x

r = −1

(β)

y

x

r ≈ +0,8

(γ)

y

x

r ≈ −0,8

(δ)

y

x

r ≈ +0,2

(ε)

y

x

r ≈ −0,2

(στ)

y

19
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y

x(α)

r = +1

x

r = −1

(β)

y

x

r ≈ +0,8
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y

x

r ≈ −0,8
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x
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y
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r = +1

x

r = −1

(β)

y

x

r ≈ +0,8

(γ)
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x

r ≈ 0

(ζ)

y

Διαγράμματα διασποράς και συ-
ντελεστές συσχέτισης για διάφορα 
ζεύγη παρατηρήσεων (xi, yi).

Αποδεικνύεται ότι ο συντελεστής 
γραμμικής συσχέτισης r δίνεται 
ισοδύναμα και από τον παρακάτω 
τύπο, η χρήση του οποίου διευκο-
λύνει συχνά τους υπολογισμούς κυ-
ρίως στην περίπτωση που οι x , y 
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δεν είναι ακέραιοι:

r

ν x y x y

ν x x ν y y

i i
i 1

ν

i
i 1

ν

i
i 1

ν

i
2

i 1

ν

i
i 1

ν 2

i
2

i
i 1

ν 2

i 1

ν

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑∑
==

−−
























−−










 −−












= ==

= == ==    

(2)

Συσχέτιση και Παλινδρόμηση
Η παλινδρόμηση και η συσχέτιση, 
όπως τις εξετάσαμε έως τώρα, είναι 
δύο διαδικασίες μελέτης διμεταβλη-
τών πληθυσμών. Η παλινδρόμηση 
προσδιορίζει τη σχέση εξάρτησης 
μεταξύ δύο μεταβλητών, ενώ ο συ-
ντελεστής γραμμικής συσχέτισης 
δίνει ένα μέτρο του μεγέθους της 

22-0088_l_c_math_bm_117-146_28b.indd   23 18/09/2017   10:07



24 / 122

γραμμικής συσχέτισης μεταξύ δύο 
μεταβλητών. Επομένως, οι δύο δι-
αδικασίες δεν είναι άσχετες μεταξύ 
τους. 
Όταν δεν έχουμε πειραματικά δεδο-
μένα, να προκαθορίζονται δηλαδή 
οι τιμές της μιας μεταβλητής, τότε 
μπορεί να μελετηθεί είτε η εξάρτηση 
της Υ από τη Χ είτε η εξάρτηση της 
Χ από την Υ. Το πόσο έντονη είναι 
η σχέση εξάρτησης μεταξύ των δύο 
μεταβλητών μας το δίνει ο συντε-
λεστής συσχέτισης. Όσο το r πλη-
σιάζει στο +1 τόσο τα σημεία του 
διαγράμματος διασποράς τείνουν 
να βρίσκονται σε μια ευθεία με συ-
ντελεστή διεύθυνσης β > 0. Όσο το 
r πλησιάζει στο −1 τόσο τα σημεία 
τείνουν να βρίσκονται σε μια ευθεία 
με β < 0. Όταν r ≈ 0, τότε β ≈ 0.  
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Συνήθως στις εφαρμογές εξετάζε-
ται η συσχέτιση και η παλινδρόμη-
ση μαζί, οπότε έχουμε πληρέστερη 
και πιο ολοκληρωμένη εξέταση των 
δύο μεταβλητών.

ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Να υπολογιστεί και να ερμηνευτεί 
ο συντελεστής συσχέτισης r με-
ταξύ των μεταβλητών Χ και Υ με 
βάση τις παρακάτω τιμές:

x 10 13 17 21 25 28 30
y 21 24 29 25 36 33 40
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ΛΥΣΗ

Για τον υπολογισμό του συντελεστή 
συσχέτισης μεταξύ των Χ και Υ δι-
ευκολύνει ο παρακάτω πίνακας:

x y x2 y2 xy
10
13
17
21
25
28
30

21
24
29
25
36
33
40

100
169
289
441
625
784
900

441
576
841
625

1296
1089
1600

210
312
493
525
900
924

1200

Σx = 144 Σy = 208 Σx2 = 3308 Σy2 = 6468 Σxy = 4564
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x y x2 y2 xy
10
13
17
21
25
28
30

21
24
29
25
36
33
40

100
169
289
441
625
784
900

441
576
841
625

1296
1089
1600

210
312
493
525
900
924

1200

Σx = 144 Σy = 208 Σx2 = 3308 Σy2 = 6468 Σxy = 4564

ν = 7
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Ο συντελεστής συσχέτισης υπολο-
γίζεται από τη σχέση:

∑∑ ∑∑ ∑∑

∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑

(( )) (( ))

(( )) (( ))
== =

−−

−− −−
r

ν xy x y

ν x x ν y y2 2 2 2

	== −−

−− −−
≈≈7(4564) (144)(208)

7(3308) (144) 7(6468) (208)
0,9.

2 2

== −−

−− −−
≈≈7(4564) (144)(208)

7(3308) (144) 7(6468) (208)
0,9.

2 2
Η υψηλή τιμή του r μας δείχνει ότι 
υπάρχει πολύ έντονη θετική γραμ-
μική συσχέτιση μεταξύ των μετα-
βλητών Χ και Υ, όπως εξάλλου μπο-
ρούμε να το διαπιστώσουμε και 
από το αντίστοιχο διάγραμμα δια-
σποράς.
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Ο συντελεστής συσχέτισης υπολο-
γίζεται από τη σχέση:

∑∑ ∑∑ ∑∑

∑∑ ∑∑ ∑∑ ∑∑

(( )) (( ))

(( )) (( ))
== =

−−

−− −−
r

ν xy x y

ν x x ν y y2 2 2 2

	== −−

−− −−
≈≈7(4564) (144)(208)

7(3308) (144) 7(6468) (208)
0,9.

2 2

== −−

−− −−
≈≈7(4564) (144)(208)

7(3308) (144) 7(6468) (208)
0,9.

2 2
Η υψηλή τιμή του r μας δείχνει ότι 
υπάρχει πολύ έντονη θετική γραμ-
μική συσχέτιση μεταξύ των μετα-
βλητών Χ και Υ, όπως εξάλλου μπο-
ρούμε να το διαπιστώσουμε και 
από το αντίστοιχο διάγραμμα δια-
σποράς.

y

40
35
30
25
20
15

5 10 15 20 25 30 x

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1.	�Να διατάξετε τις παρακάτω τι-
μές του r σε αύξουσα τάξη του 
βαθμού γραμμικής συσχέτισης 
δύο μεταβλητών: −0,6,   0,9,   
−0,7,   0,2,   0,   −1.

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ
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2.	�Από τα διαγράμματα διασπο-
ράς των παρακάτω ζευγών  
(xi, yi) να εκτιμήσετε (χωρίς 
πράξεις) εάν η γραμμική συ-
σχέτιση μεταξύ των μεταβλη-
τών X και Y είναι θετική ή αρ-
νητική και επιπλέον αν είναι 
μικρή, μέτρια ή μεγάλη:

	
	

x 1 3 5 7 9 10 12 13
y −2 0 1 3 5 6 8 10

α)

	
	

x 1 3 5 7 9 10 12 13
y 4 5 1 6 4 3 8 10

β)

	
	

x 1 3 5 7 9 10 12 13
y 10 8 3 4 6 3 2 5

γ)
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x 1 3 5 7 9 10 12 13
y 10 8 3 4 1 6 5 12

δ)

	
	

x 1 3 5 7 9 10 12 13
y 6 8 6 3 5 7 8 9

ε)

3.	�Να υπολογίσετε τους συντε-
λεστές γραμμικής συσχέτισης 
για τα ζεύγη τιμών (xi, yi) της 
προηγούμενης άσκησης και 
να τους συγκρίνετε με τις αντί-
στοιχες εκτιμήσεις σας.
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4.	�Να βρείτε τους συντελεστές 
γραμμικής συσχέτισης για τα 
παρακάτω ζεύγη τιμών και να 
σχολιάσετε τα αποτελέσματα.

	
	

x 1 2 3 4 5
y 4 2 0 −2 −4

α)

	
	

x 1 2 3 4 5
y −4 −2 0 2 4

β)

5.	�Για τέσσερα ζεύγη παρατηρή-
σεων (xi, yi) έχουμε:

	 x  = 7,             y = 4,5,

	 ∑∑ ==x 210,i
2

    ∑∑ ==y 92,i
2

	 ∑∑ ==x y 138.i i
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	 �Να υπολογίσετε το συντελε-
στή συσχέτισης.

6.	�Να συμπληρώσετε τον παρα-
κάτω πίνακα και να υπολογί-
σετε το συντελεστή συσχέτι-
σης (x, y > 0):

x y (x − x)2 (y − y)2 (x − x)(y − y)
1
2
-
6
8
9

 3  
6  
1
 -
8
13

9 1 3
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B΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.	�Η κατά άτομο κατανάλωση (σε 
γαλόνια) άπαχου (Υ) και πλή-
ρους (Χ) γάλακτος για τα έτη 
1982-87 στις ΗΠΑ δίνεται στον 
παρακάτω πίνακα:

22-0088_l_c_math_bm_117-146_28b.indd   34 18/09/2017   10:07



35 / 125

Έ
το

ς
19

82
19

83
19

84
19

85
19

86
19

87
Π

λή
ρε

ς 
γά

λα
,  

 x
15

,6
15

,2
14

,7
14

,3
13

,4
12

,8
Ά

π
αχ

ο 
γά

λα
,  

 y
10

,8
11

,1
11

,5
12

,1
12

,8
13

,2

	
α)

 �Ν
α 

υπ
ολ
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ι ν

α 
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β)
 �Α

ν 
με
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ού

ν 
οι

 π
οσ

ότ
ητ

ες
 γ

άλ
ακ

το
ς 

σε
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τρ
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 π

οι
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 ε

ίν
αι

 η
 τ

ιμ
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το
υ 

συ
ντ
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τή
 

συ
σχ

έτ
ισ

ης
; (

1 
γα

λό
νι

 ≈
 3

,8
 λ

ίτ
ρα

) 
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2.	�Τα παρακάτω δεδομένα παρι-
στάνουν τους δείκτες ευφυΐας 
(I.Q.) 10 μητέρων (Χ) και των 
θυγατέρων τους (Υ):

I.Q.
μητέ-
ρας

I.Q.
θυγατέ-

ρας

I.Q.
μητέ-
ρας

I.Q.
θυγατέ-

ρας
85
90
95

100
110

90
100

90
105
120

115
120
120
130
135

110
125
110
130
120

	 α)	�Να κατασκευάσετε το διά-
γραμμα διασποράς

	 β)	�Από το διάγραμμα διασπο-
ράς να εκτιμήσετε το συντε-
λεστή συσχέτισης
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	 γ)	� Να υπολογίσετε και να ερ-
μηνεύσετε το συντελεστή 
συσχέτισης

3.	α) Να δείξετε ότι 

	 ∑∑∑∑ −− −− == −−
====

(x x)(y y) x y νxy.i i i i
i 1

ν

i 1

ν

	
	 β) �Για εφτά ζεύγη παρατηρή-

σεων (xi, yi) έχουμε

	 ∑ − =(x x) 28,i
2

	 ∑ −− ==(y y) 112,i
2

	 ∑∑ ==x y 308,i i     x  = 4,    y = 9. 	 	

	� Να υπολογίσετε το συντελε-
στή συσχέτισης.
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1.	� Ο αριθμός των παιδιών σε ένα 
δείγμα 80 οικογενειών μιας 
πόλης δίνεται στον παρακάτω 
πίνακα:

Αριθμός  
Παιδιών 0 1 2 3 4 5 6

Οικογένειες 10 25 20 12 6 5 2

	 α) �Να βρείτε τη μέση τιμή, τη 
διάμεση τιμή, την επικρα-
τούσα τιμή και την τυπική 
απόκλιση του αριθμού των 
παιδιών.

	 β) �Να κατασκευάσετε το διά-
γραμμα σχετικών συχνο-
τήτων και το πολύγωνο 

39 / 126

ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ
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αθροιστικών σχετικών συ-
χνοτήτων.

	 γ) �Από το πολύγωνο αθροιστι-
κών σχετικών συχνοτήτων 
να εκτιμήσετε τα τρία τεταρ-
τημόρια.

2.	� Ο αριθμός των τυπογραφικών 
λαθών που βρέθηκαν στις 60 
σελίδες ενός κειμένου στην 
πρώτη του διόρθωση ήταν:

3  4  5  2  6  7  2  2  3  4 
5  6  7  4  0  6  4  0  0  2 
3  1  1  4  5  4  3  3  7  6 
4  3  2  1  0  1  2  3  3  3 
4  4  5  6  8  3  9  3  1  0 
4  4  5  5  6  6  7  8  9  5 
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	 α) �Να ομαδοποιήσετε τα δεδο-
μένα σε πέντε ισοπλατείς 
κλάσεις πλάτους δύο και να 
κατασκευάσετε τον πίνακα 
συχνοτήτων.

	 β) �Να κατασκευάσετε τα ιστο-
γράμματα συχνοτήτων και 
αθροιστικών συχνοτήτων 
και τα αντίστοιχα πολύγωνα 
συχνοτήτων.

	 γ) �Να υπολογίσετε τη μέση 
τιμή, τη διάμεσο, την κορυ-
φή και την τυπική απόκλι-
ση.
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3.	� Σε μια εταιρεία συνολικά εργά-
ζονται 200 άτομα. Όπως προ-
έκυψε από ένα τυχαίο δείγμα 
υπαλλήλων, ο συνολικός χρό-
νος υπηρεσίας τους δίνεται 
στο παρακάτω κυκλικό διά-
γραμμα.

	 α) �Να κατασκευάσετε τον πί-
νακα συχνοτήτων. 

	 β) �Να υπολογίσετε τη μέση 
τιμή και την τυπική απόκλι-
ση. 

	 γ) �Πόσοι συνολικά υπάλληλοι 
αναμένονται να συνταξιοδο-
τηθούν (συμπληρώνοντας 
35-ετία) μέσα στα επόμενα 
i) 5 χρόνια, ii) 10 χρόνια;

	 δ) �Να κατασκευάσετε το ιστό-
γραμμα σχετικών συχνοτή-
των.
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10 ≤ x < 20
34%

20 ≤ x < 30
14% 30 ≤ x < 35

4%

5 ≤ x < 10
30%

x < 5
18%
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4.	� Τα εργατικά ατυχήματα που 
συνέβησαν το 1990 και το 
1994 δίνονται στον παρακάτω 
πίνακα (Στοιχεία Υπουργείου 
Εργασίας).

	 α) �Να απεικονίσετε τα δεδομέ-
να σε ένα ραβδόγραμμα συ-
χνοτήτων.

	 β) �Πόσα ατυχήματα συνέβη-
σαν κατά μέσο όρο για τα 
έτη 1990 και 1994;

	 γ) �Το 1,4% των ατυχημάτων 
του 1990 και το 2,1% του 
1994 ήταν θανατηφόρα. 
Πόσα ατυχήματα ήταν θα-
νατηφόρα για τα αντίστοιχα 
έτη; Ποιο είναι το συμπέρα-
σμά σας;
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Μήνες 1990 1994

Ιαν.-Φεβρ.
Μαρ.-Απρ.
Μάιος-Ιούν.
Ιούλ.-Αυγ.
Σεπ.-Οκτ.
Νοέμ.-Δεκ.

1057
  927
1114
1020
  941
  775

692
716
829
783
809
636

Σύνολο 5834 4465
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5.	�Ο παρακάτω πίνακας δίνει τη 
διάρκεια ζωής δύο τύπων ηλε-
κτρικών συσκευών Α και Β σε 
χιλιάδες ώρες. Μια ηλεκτρική 
συσκευή τύπου Α στοιχίζει 230 
ευρώ.

A B

12
14
23
30
36

12
13
16
22
32

	 α) �Ποιου τύπου ηλεκτρική συ-
σκευή θα προτιμήσετε, αν η 
μία ηλεκτρική συσκευή τύ-
που Β στοιχίζει: 
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i) 180 ευρώ    ii) 190 ευρώ    
iii) 200 ευρώ. 
Να αιτιολογήσετε σε κάθε 
περίπτωση την απάντησή 
σας.

	 β) �Ποιου τύπου οι ηλεκτρικές 
συσκευές παρουσιάζουν με-
γαλύτερη ομοιογένεια ως 
προς τη διάρκεια λειτουργί-
ας τους;

6.	�Σε δειγματοληπτική έρευνα 
που έγινε στις 15 χώρες της 
Ευρωπαϊκής Ένωσης (Ε.Ε.) 
μία βδομάδα πριν και μία βδο-
μάδα μετά το Συμβούλιο Κορυ-
φής, (Σ.Κ.) που έγινε το Μάιο 
του 1998, τα ποσοστά των ατό-
μων που αισθάνονταν πολύ 
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καλά πληροφορημένα για το 
ενιαίο νόμισμα (ευρώ) δίνονται 
στον παρακάτω πίνακα: 

Χώρα Πριν το 
Σ.Κ.

Μετά το 
Σ.Κ.

Αυστρία
Βέλγιο
Βρετανία
Γαλλία
Γερμανία
Δανία
Ελλάδα
Ιρλανδία
Ισπανία
Ιταλία

50
55
40
61
44
51
26
41
30
49

47
55
35
72
48
53
22
29
39
39
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Χώρα Πριν το 
Σ.Κ.

Μετά το 
Σ.Κ.

Λουξεμβούργο
Ολλανδία
Πορτογαλία
Σουηδία
Φινλανδία

56
56
18
40
45

62
55
20
38
45

α) �Να παραστήσετε τα δεδομένα 
σε μορφή ραβδογράμματος.

β) �Nα βρεθεί το μέσο ποσοστό 
των πολύ καλά ενημερωμένων 
για τις 15 χώρες της Ε.Ε. πριν 
και μετά το Σ.Κ., υπολογίζοντας 
i) τον αριθμητικό μέσο και  
ii) το σταθμικό μέσο ποσο-
στό με βάρη τους πληθυσμούς 
των 15 χωρών μελών της Ε.Ε. 
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Ποιος από τους δύο μέσους εί-
ναι ο αντιπροσωπευτικότερος;

7.	� Στον παρακάτω πίνακα παρι-
στάνονται οι χρόνοι (σε λεπτά 
και δευτερόλεπτα) των νικη-
τών των Ολυμπιακών αγώνων 
στην κολύμβηση στα 400 μέ-
τρα ελευθέρας (freestyle) αν-
δρών και γυναικών. Να δώσε-
τε (για κάθε φύλο χωριστά) το 
χρονόγραμμα των δεδομένων 
αυτών. Τι συμπεράσματα βγά-
ζετε;
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Έτος Χρόνος
Ανδρών

Χρόνος
Γυναικών

1904
1908
1912
1920
1924
1928
1932
1936
1948
1952
1956
1960

6:16.2
5:36.8
5:24.4
5:26.8
5:04.2
5:01.6
4:48.4
4:44.5
4:41.0
4:30.7
4:27.3
4:18.3

—
—
—
—

6:02.2
5:42.8
5:28.5
5:26.4
5:17.8
5:12.1
4:54.6
4:50.6
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Έτος Χρόνος
Ανδρών

Χρόνος
Γυναικών

1964
1968
1972
1976
1980
1984
1988
1992

4:12.2
4:09.0
4:00.3
3:51.9
3:51.3
3:51.2
3:47.0
3:45.0

4:43.3
4:31.8
4:19.4
4:09.9
4:08.8
4:07.1
4:03.9
4:07.2

	� Πηγή: The World Almanac and 
Book of Facts, 1994.

8.	� Οι κάτοικοι ανά km2 από το 
1960 έως και το 1974 στην Ελ-
λάδα ήταν:
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Κάτοι-
κοι, Υ 63 64 64 64 66 65 65 66

Έτος, 
Χ

1960 61 62 63 64 65 66 67

Κάτοι-
κοι, Υ 66 67 67 67 67 68 68

Έτος, 
Χ

68 69 1970 71 72 73 74

α) �Να εκτιμήσετε την ευθεία 
γραμμικής παλινδρόμησης 
της Υ στη Χ, και να την παρα-
στήσετε στο διάγραμμα δια-
σποράς.

β) ��Το 1976 είχαμε 69,5 κατοίκους/
km2. Είναι αυτό αναμενόμενο;

	� (Υπόδειξη: Θεωρούμε ως έτος 
αναφοράς το 1960 με τιμή  
x = 1).
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9.	� Ο συντελεστής γενικής θνησι-
μότητας (Σ.Γ.Θ.) της Ελλάδας 
για τα χρόνια 1931-1964 παρου-
σίασε την παρακάτω πορεία.

Έτος, Χ 1931 1936 1940 1950 1956 1961 1964

Σ.Γ.Θ.%, Υ 17,7 15,1 12,8 7,9 7,4 7,6 8,2

	 α) �Να χαράξετε “με το μάτι” την 
ευθεία γραμμικής παλινδρό-
μησης y = α + βx στο διά-
γραμμα διασποράς και από 
την ευθεία αυτή να εκτιμήσε-
τε το Σ.Γ.Θ. για το έτος 1965.

	 β) �Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο 
των δύο σημείων να υπολο-
γίσετε την εξίσωση της ευθεί-
ας παλινδρόμησης και στη 
συνέχεια να εκτιμήσετε πάλι 

το Σ.Γ.Θ. για το έτος 1965. Συ-
γκρίνετε με το προηγούμενο 
αποτέλεσμα.

	 γ) �Να επαναλάβετε το ίδιο χρη-
σιμοποιώντας τη μέθοδο 
ελαχίστων τετραγώνων.

	� (Υπόδειξη: Για την ανεξάρτητη 
μεταβλητή Χ να θέσετε για το 
έτος 1931 ως τιμή το 1, οπότε 
για το 1936 το x = 6 και για το 
1965 το 35).
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9.	� Ο συντελεστής γενικής θνησι-
μότητας (Σ.Γ.Θ.) της Ελλάδας 
για τα χρόνια 1931-1964 παρου-
σίασε την παρακάτω πορεία.

Έτος, Χ 1931 1936 1940 1950 1956 1961 1964

Σ.Γ.Θ.%, Υ 17,7 15,1 12,8 7,9 7,4 7,6 8,2

	 α) �Να χαράξετε “με το μάτι” την 
ευθεία γραμμικής παλινδρό-
μησης y = α + βx στο διά-
γραμμα διασποράς και από 
την ευθεία αυτή να εκτιμήσε-
τε το Σ.Γ.Θ. για το έτος 1965.

	 β) �Χρησιμοποιώντας τη μέθοδο 
των δύο σημείων να υπολο-
γίσετε την εξίσωση της ευθεί-
ας παλινδρόμησης και στη 
συνέχεια να εκτιμήσετε πάλι 

το Σ.Γ.Θ. για το έτος 1965. Συ-
γκρίνετε με το προηγούμενο 
αποτέλεσμα.

	 γ) �Να επαναλάβετε το ίδιο χρη-
σιμοποιώντας τη μέθοδο 
ελαχίστων τετραγώνων.

	� (Υπόδειξη: Για την ανεξάρτητη 
μεταβλητή Χ να θέσετε για το 
έτος 1931 ως τιμή το 1, οπότε 
για το 1936 το x = 6 και για το 
1965 το 35).
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10.	Ο παρακάτω πίνακας δίνει 
το ημερήσιο εισόδημα Χ και τις 
αντίστοιχες δαπάνες διατροφής 
Υ πέντε υπαλλήλων, που πάρθη-
καν τυχαία από μια εταιρεία. 

Εισόδημα,             
(δεκάδες 
ευρώ),       Χ 3,5 3,7 4,2 4,3 6,9
Δαπάνες  
διατροφής        
(δεκάδες 
ευρώ),        

Υ 1,1 1,5 1,8 1,5 2,5

α) �Με τη μέθοδο των “ελαχίστων 
τετραγώνων” να βρείτε την 
εξίσωση της ευθείας γραμμι-
κής παλινδρόμησης των εξό-
δων διατροφής (πάνω) στο  
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εισόδημα. 
β) �Μια υπάλληλος της εταιρεί-

ας έχει ημερήσιο εισόδημα 50 
ευρώ. 
Πόσο εκτιμάτε εσείς ότι θα ξο-
δεύει για διατροφή την ημέρα;

γ) �Αν γνωρίζετε ότι μια υπάλλη-
λος ξοδεύει 30 ευρώ για δια-
τροφή μπορείτε, με βάση τα 
παραπάνω, να προβλέψετε το 
ημερήσιο εισόδημά της;
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11.	�Η ποσότητα 

	�  ∑∑= −−
=

s 1
ν

(x x)(y y)xy
i 1

ν

i i  καλεί-

ται συνδιακύμανση των μετα-
βλητών Χ και Υ. Αν καλέσου-
με με s , sx

2
y
2 τις διακυμάνσεις 

των Χ και Υ αντίστοιχα, να 
δείξετε ότι ισχύουν οι σχέ-
σεις:

	 α) ==β
s

s
xy

x
2 	 β) ==r β

s
s
x
y

12.	�Ένας μαθητής γνώριζε ότι η 
σχέση που συνδέει τους βαθ-
μούς Φαρενάιτ (°F) με τους 
βαθμούς Κελσίου (°C) είναι 
γραμμική, δηλαδή 
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F = α + βC. Επειδή όμως δε 
θυμότανε τις σταθερές α, β, 
μέτρησε τη θερμοκρασία του 
δωματίου του σε πέντε δια-
φορετικές ώρες με δύο θερ-
μόμετρα με κλίμακα σε °F και 
°C, αντίστοιχα, και πήρε τα 
παρακάτω ζεύγη τιμών:

°C 15 20 25 30 35
°F 59 68 77 86 95

	� Να βρείτε τη σχέση 
F = α + βC που συνδέει τις 
δύο κλίμακες θερμοκρασίας.
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13.	�Δίνεται δείγμα ν ζευγών  
(x1, y1), (x2, y2), …, (xν, yν) 
δύο μεταβλητών Χ και Υ και 
έστω r(X, Y) ο συντελεστής 
συσχέτισης. Εάν Z = λΥ όπου 
λ θετική σταθερά, να δείξετε 
ότι ισχύει:

r(X, Z) = r(X, Y).
	 Τι γίνεται, εάν λ < 0;

14.	�Ο αριθμός των διαζυγίων 
που εκδόθηκαν στην Κύπρο 
από το 1974 έως το 1994 δί-
νεται παρακάτω (Πηγή: Τμή-
μα Στατιστικής και Ερευνών 
Κύπρου).
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Έτος x Αριθμός Διαζυγίων
y

1974
1975
1976
1977
1978
1979
1980
1981
1982
1983
1984
1985
1986
1987

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14

140
121
110
136
158
161
164
175
216
262
250
258
276
326
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Έτος x Αριθμός Διαζυγίων
y

1988
1989
1990
1991
1992
1993
1994

15
16
17
18
19
20
21

312
335
348
304
433
504
555

Δίνονται:
ν = 21
Σx2 = 3.311
Σx = 231
Σy2 = 17.726.800    
Σy = 5.544    Σxy=75.512
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Να βρείτε την ευθεία “ελαχίστων 
τετραγώνων” και να εκτιμήσετε 
τον αριθμό των διαζυγίων για τα 
έτη 1995, 2000.
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΝΟΗΣΗΣ

Στις ερωτήσεις 1-10 να βάλετε 
σε κύκλο το Σ (Σωστό) ή το Λ 
(Λάθος).

1.	�Πάντοτε ένα μεγαλύτερο δείγ-
μα δίνει πιο αξιόπιστα αποτε-
λέσματα από ένα μικρότερο 
δείγμα.	

Σ   Λ

2.	�Όταν έχουμε συμμετρική κατα-
νομή, η μέση τιμή συμπίπτει 
με τη διάμεσο. 

Σ   Λ

3.	�Όταν έχουμε ακραίες παρατη-
ρήσεις, είναι προτιμότερο να 
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χρησιμοποιούμε τη μέση τιμή 
αντί της διαμέσου.

Σ   Λ

4.	�Ο λόγος της μέσης τιμής προς 
την τυπική απόκλιση καλείται 
συντελεστής μεταβολής και εί-
ναι καθαρός αριθμός.

Σ   Λ

5.	�Όταν προσθέσουμε μια σταθε-
ρά στις παρατηρήσεις μιας με-
ταβλητής τότε η μέση τιμή και 
η τυπική απόκλιση αυξάνουν 
κατά τη σταθερά αυτή.

Σ    Λ
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6.	�Όταν πολλαπλασιάσουμε τις 
τιμές μιας μεταβλητής επί  
μια σταθερά, τότε η μέση τιμή 
πολλαπλασιάζεται επί την ίδια 
σταθερά.

Σ    Λ

7.	�Όταν πολλαπλασιάσουμε τις 
τιμές μιας μεταβλητής επί μια 
σταθερά, τότε η τυπική από-
κλιση πολλαπλασιάζεται επί 
την ίδια σταθερά.

Σ    Λ

8.	�Η διάμεσος και το δεύτερο τε-
ταρτημόριο έχουν πάντα την 
ίδια τιμή.

Σ   Λ
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9.	� Το βάρος της ζάχαρης που 
βάζουμε στους καφέδες είναι 
ποιοτική μεταβλητή, γιατί χα-
ρακτηρίζει τον καφέ σκέτο, μέ-
τριο ή γλυκύ.

Σ    Λ

10.	�Η σχετική συχνότητα μπορεί 
να πάρει και αρνητικές τιμές.

Σ    Λ

11.	�Για την ανεξάρτητη μεταβλητή 
οι παρατηρήσεις είτε προκα-
θορίζονται είτε λαμβάνονται 
χωρίς να υπεισέρχεται σφάλ-
μα μέτρησης.

Σ   Λ
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12.	�Η β παριστάνει την αύξηση 
της εξαρτημένης μεταβλητής, 
όταν η ανεξάρτητη μεταβλητή 
αυξηθεί κατά μία μονάδα.

Σ    Λ

13.	�Ένας συντελεστής συσχέτι-
σης r = +0,6 δείχνει μεγαλύτε-
ρη γραμμική συσχέτιση μετα-
ξύ δύο μεταβλητών παρά ο  
r = −0,9.

Σ    Λ

14.	�Όταν r(X, Y) > 0, τότε συνεπά-
γεται ότι οι μεταβλητές Χ, Υ εί-
ναι θετικά συσχετισμένες.		

Σ      Λ
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	� Στις ερωτήσεις 15-24 να 
βάλετε σε κύκλο τη σωστή 
απάντηση.

15.	�Ένα μέτρο που χρησιμοποιεί-
ται τόσο για ποιοτικά όσο και 
για ποσοτικά δεδομένα είναι:

	 Α. η μέση τιμή 			
	 Β. η επικρατούσα τιμή
	 Γ. η τυπική απόκλιση
	 Δ. κανένα από τα παραπάνω.
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16. ��Η διακύμανση των παρατη-
ρήσεων x1, x2, ..., xν δίνεται 
από τον τύπο:

	 Α. ∑∑= −s 1
v (x x)2

i 	

	 Β. ∑∑∑∑ (( ))== −−s v x x2
i
2

i
2 	

	 Γ.  ∑∑∑∑{ }( )= −s 1
v x x2

i
2

i
2  

	 Δ. ∑∑∑∑ (( ))
=

−−
s

v x x

v
2 i

2
i

2

2

17.	�Εάν οι συντελεστές μεταβο-
λής δύο συνόλων δεδομένων 
Α και Β είναι 15% και 20% 
αντιστοίχως, τότε: 
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	 Α: �τα δεδομένα Α παρουσιά-
ζουν μεγαλύτερη ομοιογέ-
νεια από τα Β

	 Β: �τα δεδομένα Α παρουσιά-
ζουν μικρότερη ομοιογέ-
νεια από τα Β

	 Γ: �τα δεδομένα Α παρουσιά-
ζουν μεγαλύτερη διασπορά 
από τα Β

	 Δ: �τα δεδομένα Α παρουσιά-
ζουν μικρότερη διασπορά 
από τα Β

18.	�Με βάση την ευθεία παλιν-
δρόμησης y = − 10 + 3,25x η 
προβλεπόμενη τιμή y για 
x = 10 είναι:

	 Α. 3,25
	 Β. −10  
	 Γ. 22,5
	 Δ. �Δεν μπορούμε να ξέρουμε.

22-0088_l_c_math_bm_117-146_28b.indd   71 18/09/2017   10:07



72 / 132

19.	� Με βάση την ευθεία παλιν-
δρόμησης y = 2 − 3x ο συντε-
λεστής γραμμικής συσχέτι-
σης των Χ, Υ είναι:

		  Α. −3
		  Β. Θετικός
		  Γ. Αρνητικός
		  Δ. −

3
2

.

20.	� Εάν ο συντελεστής γραμμι-
κής συσχέτισης δύο μεταβλη-
τών Χ, Υ είναι r = +1, τότε η 
ευθεία γραμμικής παλινδρό-
μησης της Υ στη Χ μπορεί να 
διέρχεται από τα σημεία:

		  Α. (0, 0) και (1, −1)		   
		  Β. (−1, 1) και (1, 0)
		  Γ. (−1, −1) και (1, 1)
		  Δ. (0, 1) και (1, 0).
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21.	� Ο συντελεστής γραμμικής 
συσχέτισης r και ο συντελε-
στής β στην ευθεία γραμμι-
κής παλινδρόμησης 
y = α + βx έχουν:

		  Α.	 πάντα το ίδιο πρόσημο
		  Β.	� πάντα διαφορετικό πρό-

σημο
		  Γ.	� άλλοτε το ίδιο πρόσημο 

και άλλοτε διαφορετικό
		  Δ.	� δεν έχουν καμιά σχέση ως 

προς το πρόσημό τους.
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22.	� Εάν r(X, Y) = 0, τότε οι Χ, Υ εί-
ναι:

		  Α. ασυσχέτιστες
		  Β. γραμμικά ασυσχέτιστες
		  Γ. �τέλεια θετικά συσχετισμέ-

νες
		  Δ. �τέλεια αρνητικά συσχετι-

σμένες.

23.	� Στην παλινδρόμηση με y 
συμβολίζουμε:

		  Α. �τις πραγματικές τιμές της 
εξαρτημένης μεταβλητής

		  Β. �τις τιμές της ανεξάρτητης 
μεταβλητής

		  Γ. �τις προβλεπόμενες τιμές 
της εξαρτημένης μεταβλη-
τής, που προκύπτουν από 
την εξίσωση γραμμικής 
παλινδρόμησης
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		  Δ. κανένα από τα παραπάνω.

24.	� Οι μεταβλητές Χ, Υ έχουν συ-
ντελεστή συσχέτισης  
r1 = +0,9, ενώ οι Z, W έχουν 
συντελεστή συσχέτισης  
r2 = +0,3. 

		  Α. �Οι Χ, Υ είναι τριπλάσια συ-
σχετισμένες από τις Z, W

		  Β. �Οι Χ, Υ είναι περισσότερο 
(σε μεγαλύτερο βαθμό) συ-
σχετισμένες από τις Ζ, W

		  Γ. �Δεν μπορούμε να συγκρί-
νουμε διαφορετικές μετα-
βλητές.
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Στις ερωτήσεις 25-35 να γίνει 
αντιστοίχιση των (α), (β)… με 
τα (i), (ii), …, όπου αυτή είναι 
δυνατή. 

25.

(α) (β) (γ)

	i) x  = δ      ii) x  < δ      iii) x  > δ
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26. 

α)  �1    2   10  
18  19 • • i) �x  = 10,  

s ≈ 7,5

β) �18  19  20  
21  22 • • ii) �x  = 20,  

s ≈ 7,5

γ)  �8    9   10  
11  12

• •
iii) �x  = 10,  

s ≈ 1,4

• iv) �x  = 20,  
s ≈ 1,4

•
v) �x  = 15, 

≈≈s 2.
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27.	

α) διάμεσος •

β) �επικρα-
τούσα 
τιμή

• •
i) �μέτρο  

θέσης

γ) �τυπική 
απόκλι-
ση

•

δ) εύρος
• •

ii) �μέτρο  
διασποράς

ε) �διακύ-
μανση

•

στ) �μέση 
τιμή

•
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28.	

α) �5	 7	 8	 10  
13	 24

• • i) x  = 9

β) �1	 2	 8	 9	
9	 25

• •
ii) δ = 9

γ) �1	 2	 9	 12	
12	 18

• • iii) Μ0 = 9
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29.	
α)  �10  11  12  

13  14 • • i) x  < δ

β)  �10  11  12  
13  24 •

γ)   �1   11  12  
13  14 • •

ii) x  = δ

δ)  �20  21  22  
23  24 •

ε)  �30  33  36  
39  42 • • iii) x  > δ
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30.	� Παρακάτω δίνονται οι κα-
μπύλες συχνοτήτων (α) έως 
(δ) τεσσάρων μεταβλητών (i) 
έως (iv) από μια μελέτη που 
έγινε σε κάποια πόλη.

	 i) �Ύψος των μελών των νοι-
κοκυριών στα οποία οι γο-
νείς είναι και οι δύο κάτω 
των 24 ετών. 

	 ii) �Ύψος των παντρεμένων 
ζευγαριών. 

	 iii) Ύψος όλων των ατόμων. 
	 iv) �Ύψος όλων των αυτοκι-

νήτων. 
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(α)

ύψος (cm)
100 120 140 160

ύψος (cm)
50 75 100 125 150 175 200

(β)

ύψος (cm)
150 160 170 180 190

(γ)

ύψος (cm)
50 100 150 200

(δ)
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(α)

ύψος (cm)
100 120 140 160

ύψος (cm)
50 75 100 125 150 175 200

(β)

ύψος (cm)
150 160 170 180 190

(γ)

ύψος (cm)
50 100 150 200

(δ)
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31.	� Παρακάτω δίνονται οι καμπύ-
λες σχετικών συχνοτήτων ((i) 
έως (iii)) της βαθμολογίας τρι-
ών τμημάτων σε ένα διαγώνι-
σμα, κατά το οποίο

	 α) �στο πρώτο τμήμα πέρασε το 
50% 

	 β) �Στο δεύτερο τμήμα πέρασε 
ποσοστό άνω του 50% 

	 γ) �Στο τρίτο τμήμα πέρασε πο-
σοστό κάτω του 50%. 

(i)

(ii)

(iii)

0 5 10 15 20

0 5 10 15 20

0 5 10 15 20
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(i)

(ii)

(iii)

0 5 10 15 20

0 5 10 15 20

0 5 10 15 20

32.	� Παρακάτω δίνονται κατά 
προσέγγιση οι καμπύλες συ-
χνοτήτων (α) έως (γ) τριών 
διαφορετικών συνόλων δε-
δομένων και διάφορες τιμές 
(i) έως (iv) της μέσης τιμής 
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και της τυπικής απόκλισης:

   
 	

(i)	� x  ≈ 3,5,	  
s ≈ 1

(ii)	� x  ≈ 3,5,	  
s ≈ 2

(iii)	� x  ≈ 2,5,	  
s ≈ 1

(iv)	� x  ≈ 2,5, 
s ≈ 2.

(α)

(β)

(γ)

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6
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33.

(α)  r ≈ 0 (β)  r ≈ 0,8 (γ)  r = +1 (δ)  r ≈ −0,8

(i)

y

x (ii) x

y

(iii) x

y

(iv) x

y
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33.

(α)  r ≈ 0 (β)  r ≈ 0,8 (γ)  r = +1 (δ)  r ≈ −0,8

(i)

y

x (ii) x

y

(iii) x

y

(iv) x

y
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34.
	 r = 0	 •	 •	 β = 0
	 r > 0	 •	 •	 β < 0
	 r < 0	 •	 •	 β > 0.

35. �Για την ευθεία γραμμικής πα-
λινδρόμησης y = 2x ισχύει:

	 α = 0	 •	
	 r > 0	 •	 •	 Σωστό

	 β = 2	 •	 •	 Λάθος

	 r = β	 •	 •	� Δεν μπορούμε να 
ξέρουμε.
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3  ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ

Εισαγωγή

Υπάρχει σε πολλούς η εντύπωση 
ότι το κύριο κίνητρο για την ανά-
πτυξη της Θεωρίας των Πιθανοτή-
των προήλθε από το ενδιαφέρον 
του ανθρώπου για τα τυχερά παι-
χνίδια. Σημαντική μάλιστα ώθηση 
στην ανάπτυξη του κλάδου αυτού 
των Μαθηματικών αποτέλεσε η γό-
νιμη αλληλογραφία που αναπτύ-
χθηκε ανάμεσα στους Pascal και 
Fermat το 17ο αιώνα με αφορμή 
διάφορα προβλήματα που προέκυ-
ψαν από την ενασχόληση του αν-
θρώπου με τα τυχερά παιχνίδια.
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Μολονότι όμως τα τυχερά παιχνίδια 
ήταν ευρέως διαδεδομένα και στους 
Αρχαίους Έλληνες και στους Ρω-
μαίους, η Θεωρία των Πιθανοτήτων 
δεν αναπτύχθηκε κατά την αρχαιό-
τητα, όπως συνέβη με άλλους κλά-
δους των Μαθηματικών, αλλά πολύ 
αργότερα, το 16ο και 17ο αιώνα μ.Χ. 
Γι’ αυτό πολλοί απορρίπτουν την 
άποψη ότι η Θεωρία των Πιθανοτή-
των οφείλει τη γένεσή της στην ενα-
σχόληση του ανθρώπου με τα τυ-
χερά παιχνίδια και την αποδίδουν 
στις ανάγκες να λυθούν προβλή-
ματα που παρουσιάστηκαν με την 
ανάπτυξη του εμπορίου, των ασφα-
λίσεων, της συλλογής εσόδων του 
κράτους κτλ. Η ανάπτυξη της Θε-
ωρίας των Πιθανοτήτων οφείλεται 
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επίσης και στις ανάγκες των Φυσι-
κών Επιστημών όπως η εφαρμογή 
της Θεωρίας Σφαλμάτων σε αστρο-
νομικές παρατηρήσεις.

Η Θεωρία των Πιθανοτήτων ανα-
πτύχθηκε ακόμα περισσότερο το 
18ο αιώνα με τις αξιοσημείωτες ερ-
γασίες των μαθηματικών Bernoulli, 
De Moivre, Laplace και Gauss. Ιδι-
αίτερα ο Laplace με τις εργασίες 
του άνοιξε μια καινούργια εποχή 
για τη Θεωρία Πιθανοτήτων. Γιατί ο 
Laplace δεν περιορίζεται μόνο στη 
μαθηματική ανάλυση των τυχερών 
παιγνιδιών, αλλά εφαρμόζει τα συ-
μπεράσματά του και σε ένα πλήθος 
από επιστημονικά και πρακτικά 
προβλήματα. Έτσι, με αφορμή τη 
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μελέτη των σφαλμάτων που προ-
κύπτουν στις επαναλαμβανόμενες 
μετρήσεις του ίδιου αστρονομικού 
μεγέθους ανακαλύπτεται η περίφη-
μη κανονική κατανομή του Gauss. 
Κατόπιν αποδεικνύεται ότι η κα-
νονική κατανομή απεικονίζει όχι 
μόνο την κατανομή των σφαλμάτων 
των αστρονομικών παρατηρήσεων 
αλλά και την κατανομή πολλών βι-
ολογικών, κοινωνικών και φυσικών 
φαινομένων. Έτσι, στη διάρκεια του 
19ου αιώνα γεννιούνται νέοι κλάδοι 
των εφαρμοσμένων μαθηματικών, 
όπως είναι η Θεωρία των Σφαλμά-
των, τα Ασφαλιστικά Μαθηματικά 
και η Στατιστική Μηχανική.

Στις μέρες μας η Θεωρία των Πιθα-
νοτήτων με τις εργασίες πολλών  
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διάσημων μαθηματικών, όπως είναι 
οι Chebyshev, Markov, Von Mises, 
Kolmogorov κ.ά., έχει σημειώσει 
αλματώδη πρόοδο. Καινούργια θε-
ωρητικά αποτελέσματα παρέχουν 
νέες δυνατότητες για τη χρησιμο-
ποίηση των μεθόδων της Θεωρίας 
των Πιθανοτήτων. Είναι αξιοσημεί-
ωτο το γεγονός ότι οι εφαρμογές 
των Πιθανοτήτων αναφέρονται σε 
ένα ευρύτατο φάσμα επιστημών 
όπως η Φυσική, η Χημεία, η Γενετι-
κή, η Ψυχολογία, η Οικονομολογία, 
η Τηλεπικοινωνία, η Μετεωρολογία 
κτλ.

Η Θεωρία των Πιθανοτήτων ανήκει 
στους κλάδους των Μαθηματικών 
που συμβαδίζουν με την ανάπτυξη 
των φυσικών επιστημών και της τε-
χνολογίας. Αυτό δε σημαίνει βέβαια 
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ότι η Θεωρία των Πιθανοτήτων είναι 
απλώς ένα βοηθητικό εργαλείο για 
τη λύση πρακτικών προβλημάτων 
των άλλων επιστημών. Απεναντίας 
έχει μετασχηματιστεί σε έναν αυτο-
τελή κλάδο των καθαρών Μαθημα-
τικών, που έχει δικά του προβλήμα-
τα και δικές του μεθόδους.

3.1 �ΔΕΙΓΜΑΤΙΚΟΣ ΧΩΡΟΣ -  
ΕΝΔΕΧΟΜΕΝΑ

Πείραμα Τύχης

Όπως γνωρίζουμε από τη Φυσική, 
αν θερμάνουμε αποσταγμένο νερό 
σε 100° Κελσίου στην επιφάνεια της 
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θάλασσας, δηλαδή σε ατμοσφαιρι-
κή πίεση 760 mm  Ηg, το νερό θα 
βράσει. Επίσης, αν αφήσουμε ένα 
σώμα να πέσει στο κενό υπό την 
επίδραση της βαρύτητας, μπορού-
με να προβλέψουμε με ακρίβεια το 
διάστημα που θα διανύσει σε ορι-
σμένο χρόνο t. Κάθε τέτοιο πείραμα 
κατά το οποίο η γνώση των συνθη-
κών κάτω από τις οποίες εκτελείται 
καθορίζει πλήρως το αποτέλεσμα 
λέγεται αιτιοκρατικό (deterministic) 
πείραμα. 
Υπάρχουν όμως και πειράματα των 
οποίων δεν μπορούμε εκ των προ-
τέρων να προβλέψουμε το αποτέλε-
σμα, μολονότι επαναλαμβάνονται 
(φαινομενικά τουλάχιστον) κάτω 
από τις ίδιες συνθήκες. Ένα τέτοιο 
πείραμα ονομάζεται πείραμα τύχης 
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(random experiment). Για παράδειγ-
μα, δεν μπορούμε να προβλέψουμε 
με ακρίβεια τον αριθμό των τροχαί-
ων ατυχημάτων που συμβαίνουν 
σε μια εβδομάδα σε ένα σημείο 
μιας εθνικής οδού, αφού ο αριθ-
μός αυτός εξαρτάται από πολλούς 
απρόβλεπτους παράγοντες. 
Πειράματα τύχης είναι και τα εξής:
1.		� Ρίχνεται ένα νόμισμα και κατα-

γράφεται η άνω όψη του.
2.		� Ρίχνεται ένα ζάρι και καταγράφε-

ται η ένδειξη της άνω έδρας του.
3.		� Διαλέγεται αυθαίρετα μια οικογέ-

νεια με δύο παιδιά και εξετάζεται 
ως προς το φύλο των παιδιών 
και τη σειρά γέννησής τους.

4.		� Ρίχνεται ένα νόμισμα ώσπου να 
φέρουμε “γράμματαˮ αλλά όχι 
περισσότερο από τρεις φορές.
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5.		� Επιλέγεται τυχαία μια τηλεφωνι-
κή συνδιάλεξη και καταγράφεται 
η διάρκειά της.

6.		� Γίνεται η κλήρωση του ΛΟΤΤΟ 
και καταγράφεται το αποτέλεσμα.

7.		� Την παραμονή του Πάσχα, στις 
5 μ.μ., μετριέται το μήκος της ου-
ράς των αυτοκινήτων στα πρώ-
τα διόδια της Εθνικής οδού Αθη-
νών-Λαμίας.

8.		� Επιλέγεται τυχαία μια μέρα της 
εβδομάδος και μετριέται ο αριθ-
μός των τηλεθεατών που παρα-
κολούθησαν το απογευματινό 
δελτίο ειδήσεων στην ΕΤ1.

9.		� Επιλέγεται τυχαία μια ραδιενερ-
γός πηγή και καταγράφεται ο 
αριθμός των εκπεμπόμενων σω-
ματιδίων σε συγκεκριμένο χρονι-
κό διάστημα.

22-0088_l_c_math_bm_117-146_28b.indd   99 18/09/2017   10:07



100 / 139

Δειγματικός Χώρος

Όλα τα αποτελέσματα που μπο-
ρούν να εμφανιστούν σε ένα πείρα-
μα τύχης λέγονται δυνατά αποτελέ-
σματα ή δυνατές περιπτώσεις του 
πειράματος. Το σύνολο των δυνα-
τών αποτελεσμάτων λέγεται δειγ-
ματικός χώρος (sample space) και 
συμβολίζεται συνήθως με το γράμ-
μα Ω. Αν δηλαδή ω1, ω2, ..., ωκ είναι 
τα δυνατά αποτελέσματα ενός πει-
ράματος τύχης, τότε ο δειγματικός 
χώρος του πειράματος θα είναι το 
σύνολο:

Ω = {ω1, ω2, ..., ωκ}.
Έτσι, στο πρώτο από τα παραπάνω 
πειράματα τύχης, αν με Κ συμβολί-
σουμε το αποτέλεσμα να φέρουμε 
“κεφαλήˮ και με Γ το αποτέλεσμα  
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να φέρουμε “γράμματαˮ, τότε ο 
δειγματικός χώρος είναι Ω = {Κ, Γ}. 
Επίσης, στο δεύτερο από τα παρα-
πάνω πειράματα τύχης η ένδειξη 
της άνω έδρας μπορεί να είναι ένας 
από τους αριθμούς 1, 2, 3, 4, 5, 6. 
Επομένως, ο δειγματικός χώρος εί-
ναι Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Ενδεχόμενα

Το σύνολο που έχει ως στοιχεία ένα 
ή περισσότερα αποτελέσματα ενός 
πειράματος τύχης λέγεται ενδεχό-
μενο (event) ή γεγονός. Για παρά-
δειγμα, στη ρίψη ενός ζαριού τα σύ-
νολα Α = {2, 4, 6}, Β = {1, 3, 5} και  
Γ = {6} είναι ενδεχόμενα. Το Α είναι 
το ενδεχόμενο να φέρουμε άρτιο 
αριθμό, το Β να φέρουμε περιττό 
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αριθμό και το Γ να φέρουμε 6. Είναι 
φανερό ότι ένα ενδεχόμενο είναι 
υποσύνολο του δειγματικού χώρου. 
Ένα ενδεχόμενο λέγεται απλό όταν 
έχει ένα μόνο στοιχείο και σύνθετο 
αν έχει περισσότερα στοιχεία. Για 
παράδειγμα, το Γ είναι ένα απλό εν-
δεχόμενο, ενώ τα Α και Β είναι σύν-
θετα ενδεχόμενα. Όταν το αποτέλε-
σμα ενός πειράματος, σε μια συγκε-
κριμένη εκτέλεσή του είναι στοιχείο 
ενός ενδεχομένου, τότε λέμε ότι το 
ενδεχόμενο αυτό πραγματοποιεί-
ται ή συμβαίνει. Γι’αυτό τα στοιχεία 
ενός ενδεχομένου λέγονται και ευ-
νοϊκές περιπτώσεις για την πραγ-
ματοποίησή του. Έτσι, για παρά-
δειγμα, το ενδεχόμενο Α = {2, 4, 6} 
έχει τρεις ευνοϊκές περιπτώσεις και 
πραγματοποιείται, όταν φέρουμε 2 
ή 4 ή 6.
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Ο ίδιος ο δειγματικός χώρος Ω ενός 
πειράματος θεωρείται ότι είναι εν-
δεχόμενο, το οποίο μάλιστα πραγ-
ματοποιείται πάντοτε, αφού όποιο 
και αν είναι το αποτέλεσμα του πει-
ράματος θα ανήκει στο Ω. Γι’αυτό το 
Ω λέγεται βέβαιο ενδεχόμενο. Δε-
χόμαστε ακόμα ως ενδεχόμενο και 
το κενό σύνολο ∅ που δεν πραγ-
ματοποιείται σε καμιά εκτέλεση του 
πειράματος τύχης. Γι’ αυτό λέμε ότι 
το ∅ είναι το αδύνατο ενδεχόμενο.
Το πλήθος των στοιχείων ενός εν-
δεχομένου Α θα το συμβολίζουμε με 
Ν(Α). Επομένως, αν Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}  
και Α = {2, 4, 6} έχουμε Ν(Α) = 3, 
Ν(Ω) = 6 και Ν(∅) = 0.
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Πράξεις με Ενδεχόμενα

Όπως είδαμε, τα ενδεχόμενα είναι 
υποσύνολα του δειγματικού χώρου 
Ω. Επομένως, μεταξύ των ενδεχο-
μένων ενός πειράματος μπορούν 
να οριστούν οι γνωστές πράξεις με-
ταξύ των συνόλων, από τις οποίες 
προκύπτουν νέα ενδεχόμενα. Έτσι, 
αν Α και Β είναι δύο ενδεχόμενα, 
έχουμε:

•    Το ενδεχόμενο Α ∪  Β, που δια-
βάζεται “Α τομή Bˮ ή “Α και Βˮ και 
πραγματοποιείται, όταν πραγματο-
ποιούνται συγχρόνως τα Α και Β.
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A

Ω

B

A

Ω

B

A Β∪

A Β∪

•    Το ενδεχόμενο Α ∪ Β, που δια-
βάζεται “Α ένωση Βˮ ή “Α ή Βˮ και 
πραγματοποιείται, όταν πραγματο-
ποιείται ένα τουλάχιστον από τα Α, 
Β.

A

Ω

B

A

Ω

B

A Β∪

A Β∪
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•    Το ενδεχόμενο Α′, που διαβάζε-
ται “όχι Αˮ ή “συμπληρωματικό του 
Αˮ και πραγματοποιείται, όταν δεν 
πραγματοποιείται το Α. Το Α′ λέγε-
ται και “αντίθετο του Αˮ.

A

A Β

A − Β

Ω

Ω

A′′        

• Το ενδεχόμενο A − B, που διαβά-
ζεται “διαφορά του Β από το Αˮ και 
πραγματοποιείται, όταν πραγμα-
τοποιείται το Α αλλά όχι το Β. Είναι 
εύκολο να δούμε ότι A − B = Α ∪  Β′.
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A

A Β

A − Β

Ω

Ω

A′′        

Στον παρακάτω πίνακα τα Α και Β 
συμβολίζουν ενδεχόμενα ενός πει-
ράματος και το ω ένα αποτέλεσμα 
του πειράματος αυτού. Στην αριστε-
ρή στήλη του πίνακα αναγράφονται 
διάφορες σχέσεις για τα Α και Β δι-
ατυπωμένες στην κοινή γλώσσα, 
και στη δεξιά στήλη αναγράφονται 
οι ίδιες σχέσεις αλλά διατυπωμένες 
στη γλώσσα των συνόλων.
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Το ενδεχόμενο  Α  πραγματο-
ποιείται

Το ενδεχόμενο  Α δεν πραγμα-
τοποιείται

Ένα τουλάχιστον από τα Α και 
Β  πραγματοποιείται

Πραγματοποιούνται αμφότερα 
τα Α και Β

Δεν πραγματοποιείται κανένα 
από τα  Α  και  Β

Πραγματοποιείται μόνο το  Α

Η πραγματοποίηση του Α συ-
νεπάγεται την πραγματοποίη-
ση του Β

ω ∈ Α

 
ω ∈ Α′ (ή ω ∈ Α)

ω ∈ Α ∪ Β

 
ω ∈ Α ∪  Β

 
ω ∈ (Α ∪ Β)′

 
ω ∈ Α − Β (ή ω ∈ Α ∪  Β′) 

 
Α  Β
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Το ενδεχόμενο  Α  πραγματο-
ποιείται

Το ενδεχόμενο  Α δεν πραγμα-
τοποιείται

Ένα τουλάχιστον από τα Α και 
Β  πραγματοποιείται

Πραγματοποιούνται αμφότερα 
τα Α και Β

Δεν πραγματοποιείται κανένα 
από τα  Α  και  Β

Πραγματοποιείται μόνο το  Α

Η πραγματοποίηση του Α συ-
νεπάγεται την πραγματοποίη-
ση του Β

ω ∈ Α

 
ω ∈ Α′ (ή ω ∈ Α)

ω ∈ Α ∪ Β

 
ω ∈ Α ∪  Β

 
ω ∈ (Α ∪ Β)′

 
ω ∈ Α − Β (ή ω ∈ Α ∪  Β′) 

 
Α  Β
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Για παράδειγμα, στη ρίψη ενός ζα-
ριού έστω τα ενδεχόμενα Α = {1, 2, 
3, 4} και Β = {2, 4, 6}.  Αν το αποτέ-
λεσμα της ρίψης είναι ο αριθμός 1, 
τότε τα ενδεχόμενα Α, Α ∪ Β,  
Α − Β, Β′ πραγματοποιούνται, ενώ 
τα Α′, Β, (Α ∪ Β)′, (Α − Β)′, Α ∪  Β 
δεν πραγματοποιούνται.

Ασυμβίβαστα Ενδεχόμενα

Στη ρίψη ενός ζαριού αν Α είναι το 
ενδεχόμενο να φέρουμε άρτιο αριθ-
μό και Β το ενδεχόμενο να φέρουμε 
περιττό αριθμό, έχουμε A = {2, 4, 6} 
και Β = {1, 3, 5}. Παρατηρούμε ότι τα 
Α και Β δεν μπορούν να πραγμα-
τοποιηθούν συγχρόνως, αφού δεν 
έχουν κανένα κοινό στοιχείο. Στην 
περίπτωση αυτή τα Α και Β λέγονται 
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ασυμβίβαστα. Γενικά:
Δύο ενδεχόμενα Α και Β λέγονται 
ασυμβίβαστα, όταν Α ∪  Β = ∅.
Δύο ασυμβίβαστα ενδεχόμενα λέ-
γονται επίσης ξένα μεταξύ τους ή 
αμοιβαίως αποκλειόμενα.

2 1
3

5
4

6

BA

Ω

A B = ∅∪
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ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1.	� Ρίχνουμε ένα νόμισμα τρεις 
διαδοχικές φορές.

i)	� Να γραφτεί ο δειγματικός 
χώρος Ω του πειράματος. 

ii)	�Να παρασταθούν με αναγρα-
φή τα ενδεχόμενα που προσ-
διορίζονται από την αντίστοι-
χη ιδιότητα:

		  Α1: �“Ο αριθμός των Κ υπερ-

βαίνει τον αριθμό των Γ’’

		  Α2: �“Ο αριθμός των Κ είναι 

ακριβώς 2″

		  Α3: �“Ο αριθμός των Κ είναι 

τουλάχιστον 2″ 

		  Α4: “�Ίδια όψη και στις τρεις 

ρίψεις″ 
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		  Α5: �“Στην πρώτη ρίψη φέρ-

νουμε K″

iii)	 �Να βρεθούν τα ενδεχόμενα  

Α3’, Α5
∪  Α2, Α5 ∪ Α4.

ΛΥΣΗ

i) Για να προσδιορίσουμε το δειγ-
ματικό χώρο, θα χρησιμοποιήσου-
με ένα δεντροδιάγραμμα:
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1η
 ρ

ίψ
η

2η
 ρ

ίψ
η

3η
 ρ

ίψ
η

Α
π

οτ
έλ

εσ
μα

Κ
Κ

Κ
Κ

Κ
Γ

Κ
ΓΚ Κ
ΓΓ

ΓΚ
Κ

ΓΚ
Γ

ΓΓ
Κ

ΓΓ
Γ

Κ Γ Κ Γ Κ Γ Κ Γ

Κ Γ Κ Γ

Κ Γ

   
   

  

1η
 ρ

ίψ
η

2η
 ρ

ίψ
η

3η
 ρ

ίψ
η

Α
π

οτ
έλ

εσ
μα

Κ
Κ

Κ
Κ

Κ
Γ

Κ
ΓΚ Κ
ΓΓ

ΓΚ
Κ

ΓΚ
Γ

ΓΓ
Κ

ΓΓ
Γ

Κ Γ Κ Γ Κ Γ Κ Γ

Κ Γ Κ Γ

Κ Γ
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Άρα, ο δειγματικός χώρος του πει-
ράματος αποτελείται από διατεταγ-
μένες τριάδες με στοιχεία το Κ και 
το Γ και είναι
Ω = �{ΚΚΚ, ΚΚΓ, ΚΓΚ, ΚΓΓ, ΓΚΚ, ΓΚΓ, 

ΓΓΚ, ΓΓΓ}.

ii)    �Έχοντας υπόψη το δειγματικό 
χώρο Ω και την αντίστοιχη ιδιό-
τητα έχουμε:

			   A1 = {ΚΚΚ, ΚΚΓ, ΚΓΚ, ΓΚΚ}

			   A2 = {ΚΚΓ, ΚΓΚ, ΓΚΚ}

			�   A3 = {ΚΚΚ, ΚΚΓ, ΚΓΚ, ΓΚΚ}  
(�Παρατηρούμε ότι Α3 = Α1)

			   A4 = {ΚΚΚ, ΓΓΓ}

			   A5 = {ΚΚΚ, ΚΓΓ, ΚΓΚ, ΚΓΓ}.
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iii)	�Το Α3′  περιέχει εκείνα τα στοιχεία 
του δειγματικού χώρου που δεν 
περιέχει το Α3, περιέχει δηλαδή 
τα στοιχεία στα οποία ο αριθμός 
των Κ είναι μικρότερος από 2. 
Επομένως, Α3′ = {ΚΓΓ, ΓΚΓ, ΓΓΚ, 
ΓΓΓ}. 

	� Το ενδεχόμενο Α5 ∪  Α2 περιέχει 
τα κοινά στοιχεία των Α5 και Α2, 
δηλαδή τα στοιχεία με δύο ακρι-
βώς Κ, εκ των οποίων το ένα 
στην πρώτη θέση. Επομένως,  
Α5 ∪  Α2

 = {ΚΚΓ, ΚΓΚ}.
	� Το ενδεχόμενο Α5 ∪ Α4 περιέ-

χει τα στοιχεία που στην πρώτη 
θέση έχουν Κ ή τα στοιχεία που 
έχουν ίδιες και τις τρεις ενδείξεις. 

	� Επομένως, Α5 ∪ Α4
 = {ΚΚΓ, ΚΓΚ, 

ΚΚΓ, ΚΚΚ, ΓΓΓ}.
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2.	 Δίνονται δύο ενδεχόμενα Α και 
Β ενός πειράματος με δειγματικό 
χώρο Ω. Να παρασταθούν με δι-
αγράμματα Venn και να εκφρα-
στούν με τη βοήθεια συνόλων τα 
ενδεχόμενα που ορίζονται με τις 
εκφράσεις:
i) 	� Πραγματοποιείται μόνο ένα 

από τα  Α  και  Β.
ii) 	� Δεν πραγματοποιείται κανένα 

από τα  Α  και  Β.

ΛΥΣΗ
i) Επειδή θέλουμε να πραγματοποι-
είται μόνο το Α ή μόνο το Β, γραμ-
μοσκιάζουμε τις επιφάνειες των Α 
και Β με εξαίρεση την τομή τους, 
δηλαδή την κοινή επιφάνειά τους. 
Παρατηρούμε ότι στην περίπτωση 
αυτή πραγματοποιείται ένα μόνο 
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από τα A − B και B − A. Άρα, το ζη-
τούμενο ενδεχόμενο είναι το  
(A − B)  ∪ (B − A) ή ισοδύναμα  το 
(Α ∪  Β′) ∪ (Α′ ∪  Β).

A

A − Β Β − Α

Β

Ω

ii) Επειδή θέλουμε να μην πραγμα-
τοποιείται κανένα από τα Α και Β, 
γραμμοσκιάζουμε την επιφάνεια 
του Ω που είναι εκτός της ένωσης 
των Α και Β. Στην περίπτωση αυτή 
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παρατηρούμε ότι το ζητούμενο σύ-
νολο είναι συμπληρωματικό του  
Α ∪ Β, δηλαδή το (Α ∪ Β)′.

A B

Ω

(A ∪ B)′′          
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1. 	�Ένα κουτί έχει τρεις μπάλες, 
μια άσπρη, μια μαύρη και μια 
κόκκινη. Κάνουμε το εξής πεί-
ραμα: παίρνουμε από το κου-
τί μια μπάλα, καταγράφουμε 
το χρώμα της και την ξαναβά-
ζουμε στο κουτί. Στη συνέχεια 
παίρνουμε μια δεύτερη μπάλα 
και καταγράφουμε επίσης το 
χρώμα της. (Όπως λέμε παίρ-
νουμε διαδοχικά δύο μπάλες 
με επανατοποθέτηση).

	 i) �Ποιος είναι ο δειγματικός χώ-
ρος του πειράματος; 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ
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	 ii) �Ποιο είναι το ενδεχόμενο “η 
πρώτη μπάλα να είναι κόκ-
κινηˮ; 

	 iii) �Ποιο είναι το ενδεχόμενο 
“να εξαχθεί και τις δυο φο-
ρές μπάλα με το ίδιο χρώ-
μαˮ;

2.	� Να επιλυθεί το προηγούμενο 
πρόβλημα, χωρίς όμως τώρα 
να γίνει επανατοποθέτηση 
της πρώτης μπάλας πριν την 
εξαγωγή της δεύτερης. 

	� (Όπως λέμε παίρνουμε διαδο-
χικά δύο μπάλες χωρίς επα-
νατοποθέτηση).
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3. 	�Μια οικογένεια από την Αθή-
να αποφασίζει να κάνει τις 
επόμενες διακοπές της στην 
Κύπρο ή στη Μακεδονία. Στην 
Κύπρο μπορεί να πάει με αε-
ροπλάνο ή με πλοίο. Στη Μα-
κεδονία μπορεί να πάει με το 
αυτοκίνητό της, με τρένο ή με 
αεροπλάνο. Αν ως αποτέλε-
σμα του πειράματος θεωρή-
σουμε τον τόπο διακοπών και 
το ταξιδιωτικό μέσο, τότε:

	 i)	� Να γράψετε το δειγματικό 
χώρο Ω του πειράματος 

	 ii)	�Να βρείτε το ενδεχόμενο Α: 
“Η οικογένεια θα πάει με αε-
ροπλάνο στον τόπο των δι-
ακοπών τηςˮ.
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4. 	�Ένα ξενοδοχείο προσφέρει 
γεύμα που αποτελείται από 
τρία πιάτα. Το κύριο πιάτο, 
το συνοδευτικό και το γλυκό. 
Οι δυνατές επιλογές δίνονται 
στον παρακάτω πίνακα:

Γεύμα Επιλογές
Κύριο 
πιάτο

Συνοδευ-
τικό

Γλυκό

Κοτόπουλο ή φιλέτο

Μακαρόνια ή ρύζι ή 
χόρτα

Παγωτό ή τούρτα ή 
ζελέ

Ένα άτομο πρόκειται να διαλέξει 
ένα είδος από κάθε πιάτο.
i)	� Να βρείτε το δειγματικό χώρο 
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του πειράματος
ii) �Να βρείτε το ενδεχόμενο Α: “το 

άτομο επιλέγει παγωτόˮ 
iii) �Να βρείτε το ενδεχόμενο Β: 

“το άτομο επιλέγει κοτόπου-
λοˮ 

iv) �Να βρείτε το ενδεχόμενο Α ∪ Β
v)	� Αν Γ το ενδεχόμενο: “το άτο-

μο επιλέγει ρύζιˮ, να βρείτε το 
ενδεχόμενο (Α ∪  Β) ∪  Γ.

5. 	�Η διεύθυνση ενός νοσοκομεί-
ου κωδικοποιεί τους ασθενείς 
σύμφωνα με το αν είναι ασφα-
λισμένοι ή όχι και σύμφωνα 
με την κατάσταση της υγείας 
τους, η οποία χαρακτηρίζε-
ται ως καλή, μέτρια, σοβαρή 
ή κρίσιμη. Η διεύθυνση κατα-
γράφει με 0 τον ανασφάλιστο 
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ασθενή και με 1 τον ασφαλι-
σμένο, και στη συνέχεια δίπλα 
γράφει ένα από τα γράμματα 
α, β, γ ή δ, ανάλογα με το αν η 
κατάσταση του είναι καλή, μέ-
τρια, σοβαρή ή κρίσιμη. Θεω-
ρούμε το πείραμα της κωδικο-
ποίησης ενός νέου ασθενούς. 
Να βρείτε:

	 i) �Το δειγματικό χώρο Ω του 
πειράματος.

	 ii) �Το ενδεχόμενο Α: “η κατά-
σταση του ασθενούς είναι 
σοβαρή ή κρίσιμη και είναι 
ανασφάλιστοςˮ.

	 iii) �Το ενδεχόμενο Β: “η κατά-
σταση του ασθενούς είναι 
καλή ή μέτριαˮ. 

	 iv) �Το ενδεχόμενο Γ: “ο ασθε-
νής είναι ασφαλισμένοςˮ.
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6.	� Σε καθεμιά από τις παρακάτω 
περιπτώσεις να εξετάσετε αν 
τα ενδεχόμενα Α και Β είναι 
ασυμβίβαστα:

	 i) �Ρίχνουμε ένα ζάρι. Α είναι 
το ενδεχόμενο να φέρουμε 3 
και Β είναι το ενδεχόμενο να 
φέρουμε άρτιο αριθμό. 

	 ii) �Επιλέγουμε ένα άτομο. Α 
είναι το ενδεχόμενο να έχει 
γεννηθεί στην Ελλάδα και Β 
το ενδεχόμενο να είναι κα-
θολικός.

	 iii) �Επιλέγουμε μια γυναίκα. 
Α είναι το ενδεχόμενο να 
έχει ηλικία άνω των 30 και 
Β το ενδεχόμενο να είναι 
παντρεμένη πάνω από 30 
χρόνια. 
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	 iv) �Επιλέγουμε κάποιον με ένα 
αυτοκίνητο. Α είναι το ενδε-
χόμενο το αυτοκίνητό του 
να είναι ευρωπαϊκό και Β το 
ενδεχόμενο να είναι ασιατι-
κό.

7. 	�Μεταξύ των οικογενειών με 
τρία παιδιά επιλέγουμε τυχαία 
μια οικογένεια και εξετάζουμε 
τα παιδιά ως προς το φύλο και 
ως προς τη σειρά γέννησής 
τους. Να γράψετε το δειγματι-
κό χώρο του πειράματος.
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Β΄ ΟΜΑΔΑΣ

1. 	�Δύο παίκτες θα παίξουν σκά-
κι και συμφωνούν νικητής να 
είναι εκείνος που πρώτος θα 
κερδίσει δύο παιχνίδια. Αν α 
είναι το αποτέλεσμα να κερ-
δίσει ο πρώτος παίκτης ένα 
παιχνίδι και β είναι το αποτέ-
λεσμα να κερδίσει ο δεύτερος 
παίκτης ένα παιχνίδι, να γρά-
ψετε το δειγματικό χώρο του 
πειράματος.

2. 	�Ρίχνουμε ένα ζάρι δύο φορές. 
Να βρείτε τα ενδεχόμενα:

	 Α: �“Το αποτέλεσμα της 1ης ρί-
ψης είναι μεγαλύτερο από 
το αποτέλεσμα της 2ης ρί-
ψηςˮ.
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	 Β: �“Το άθροισμα των ενδεί-
ξεων στις δύο ρίψεις είναι 
άρτιος αριθμόςˮ 

	 Γ: �“Το γινόμενο των ενδείξε-
ων στις δύο ρίψεις είναι μι-
κρότερο του 5ˮ 

	� Στη συνέχεια να βρείτε τα εν-
δεχόμενα Α ∪ Β, Α ∪ Γ, Β ∪ Γ, 
(Α ∪ Β) ∪ Γ. 

3. 	�Αν Α και Β είναι ενδεχόμενα 
ενός δειγματικού χώρου Ω, να 
αποδείξετε ότι: Α  Β, τότε  
Β′  Α′.

4. 	�Έστω Α και Β δύο ενδεχόμενα 
του ίδιου δειγματικού χώρου 
Ω. Να γράψετε το ενδεχόμενο  
Α ∪ Β ως ένωση τριών ξένων 
μεταξύ τους ενδεχομένων.
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ΥΠΟΔΕΙΞΕΙΣ – ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ  
ΑΣΚΗΣΕΩΝ

2 ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ

§ 2.5 A΄ Ομάδας

1.	0, 0,2, −0,6, −0,7, 0,9, −1.

2.	α) Θετική -μεγάλη, κτλ.

3.	α) r = 0,99 β) r = 0,59 γ) r = − 0,70 

	 δ) r = −0,05 ε) r = 0,33.

4.	α) r1 = −1 β) r2 = 1.

5.	 r = 0,97.

6.	 r = 0,74.
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§ 2.5 B΄ Ομάδας

1.	α) r ≈ −1 β) r ≈ −1.

2.	 r = 0,87.

3.	 r = 1.

4.	 r = 0,77.

ΓΕΝΙΚΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1.	 x  = 2,025, δ = 2, Μ0 = 1, s = 1,49.

2.	� α) ν = 60, κ = 5, c = 2  
γ) �x  = 4,4, δ = 4,3, Μ0 ≈ 4,25,  

s = 2,29.
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3.	 = =ν 18
100

200 361 ⋅  κτλ. 

	 β)  x  = 14,1, s = 7,4 γ) i) 8, ii) 22

4.	� β)  x1990 ≈ 486, x1994 ≈ 372  
γ) 82,   94.

5.	α) �i) τις ηλ. συσκευές τύπου Β 
ii) δεν έχουμε προτίμηση 
iii) τις ηλ. συσκευές τύπου Α.

	 β) cvA = 39,8%, cvB = 38,8%.

6.	α) �Να εργαστείτε όπως στο σχή-
μα 1(γ).

	 β) Ο σταθμικός μέσος.

7.	� Να εργαστείτε όπως στο σχήμα 
5.

8.	α) y = 63,1 + 0,34x  
	 β) 68,9 κάτοικοι/km2

9.	γ) y = 16,53 − 0,3x.
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10.	� α) y = 0,06 + 0,36x  
β) 18,6 ευρώ  
γ) Πρέπει να βρείτε την ευθεία 
ελαχίστων τετραγώνων της Χ 
πάνω στην Υ.

11.	� Δείτε και την άσκηση 7(α) Α´ 
Ομάδας της §2.5.

12.	 F = 32 + 1,8C.

13.	 ==
>>

− <
r(X,Y)

r(X,Y), εάν λ 0

r(X,Y), εάν λ 0.

14.	 y = 56,4 + 18,87x 
	 y1995 ≈ 472 διαζύγια
	 y2000 ≈ 547 διαζύγια.
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3 ΠΙΘΑΝΟΤΗΤΕΣ

§ 3.1 Α΄ Ομάδας

1-5. �Να χρησιμοποιήσετε δενδροδι-
αγράμματα.

6.	 i) �Ασυμβίβαστα ii) Δεν είναι 
ασυμβίβαστα iii) Δεν είναι 
ασυμβίβαστα iv) Ασυμβίβα-
στα.

7.	� {ααα, αακ, ακα, ακκ, καα, κακ, 
κκα, κκκ}.
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§ 3.1 Β΄ Ομάδας

1.	� Ω = {αα, αβα, αββ, βαα, βαβ, 
ββ}.

2.	� Να βρείτε το δειγματικό χώρο 
και τα ενδεχόμενα με τη βοήθεια 
πίνακα διπλής εισόδου.

3.	 Αν x ∈ Β′, τότε x ∈ Β κτλ.

4.	� Να χρησιμοποιήσετε διαγράμ-
ματα Venn.
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Ευρετήριο Όρων

Στο Ευρετήριο όρων τα γράμματα 
Α, Β, Γ, Δ και Ε δηλώνουν τον 1ο, 
2ο, 3ο, 4ο και 5ο τόμο αντίστοιχα, 
ενώ οι αριθμοί αναφέρονται στην 
πρώτη από τις δύο ενδείξεις που 
αναγράφονται σε κάθε σελίδα.

αδύνατο ενδεχόμενο	 Δ’ 103

αθροιστικές συχνότητες	     Β’ 58

αθροιστικές σχετικές  
συχνότητες	 Β’ 59

ανεξάρτητα ενδεχόμενα	 Ε’ 84

ανεξάρτητη μεταβλητή	 Α’ 14, Γ’ 95
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αξιωματικός ορισμός  
πιθανότητας	 Ε’ 15

απλός προσθετικός νόμος	 Ε’ 20

απογραφή	 Β’ 23

ασυμβίβαστα  
ενδεχόμενα	 Δ’ 111, Ε’ 19

βασική αρχή απαρίθμησης	 Ε’ 46

βέβαιο ενδεχόμενο	 Δ’ 103

γραμμική συσχέτιση	 Δ’ 5, Δ’ 18

γραφική παράσταση  
συνάρτησης	 Α’ 18

δείγμα	 Β’ 25

δειγματικός χώρος	 Δ’ 100

δειγματοληψία	 Β’ 29
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δειγματοληψία  
με επανατοποθέτηση	 Δ’ 120

δεντροδιάγραμμα	 Ε’ 44

δεσμευμένη πιθανότητα	 Ε’ 78

δεύτερη παράγωγος	 Α’ 79

δημοσκόπηση	 Β’ 14

διάγραμμα διασποράς	 Γ’ 100

διάγραμμα συχνοτήτων	 Β’ 76

διακριτή μεταβλητή	 Β’ 22

διακύμανση	 Γ’ 44

διαλογή	 Β’ 53, Β’ 91

διάμεσος	 Γ’ 23
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διάμεσος ομαδοποιημένης  
κατανομής	 Γ’ 26

διασπορά	 Γ’ 44

διατάξεις	 Ε’ 49

εκατοστημόριο	 Γ’ 28

εκθετική συνάρτηση	 Α’ 23

εκτιμήτριες ελαχίστων  
τετραγώνων	 Γ’ 112

ενδεχόμενο	 Δ’ 101

ενδοτεταρτημοριακό εύρος	 Γ’ 42

εξαρτημένα ενδεχόμενα	 Ε’ 85

εξαρτημένη μεταβλητή	 Α’ 14, Γ’ 103

εξίσωση γραφικής  
παράστασης	 Α’ 19
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επαγωγή	 Β’ 12

επικρατούσα τιμή	 Γ’ 32

ευθεία παλινδρόμησης	 Γ’ 103

ευνοϊκές περιπτώσεις	 Δ’ 102, Ε’ 14

εύρος	 Β’ 90, Γ’ 40

εφαπτομένη καμπύλης	 Α’ 48

ισοπίθανα απλά ενδεχόμενα	 Ε’ 13

ιστόγραμμα	 Β’ 98

ιστόγραμμα αθροιστικών  
συχνοτήτων	 Β’ 104

καμπύλη συχνοτήτων	 Β’ 112

κανόνες παραγώγισης	 Α’ 89

κανονική κατανομή	 Β’ 114

22-0088_l_c_math_bm_117-146_28b.indd   140 18/09/2017   10:07



141 / 141 / 186

καμπύλη συνάρτησης	 Α’ 18

κατανομή συχνοτήτων	 Β’ 58

κατηγορική μεταβλητή	 Β’ 21

κεντρική τιμή κλάσης	 Β’ 88

κλάσεις	 Β’ 87

κλάσεις ανίσου πλάτους	 Β’ 106

κλάσεις ίσου πλάτους	 Β’ 98

κλασικός ορισμός  
πιθανότητας	 Ε’ 18

κορυφή	 Γ’ 32

κριτήριο δεύτερης  
παραγώγου	 Α’ 129

κριτήριο πρώτης  
παραγώγου	 Α’ 117
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κυκλικό διάγραμμα	 Β’ 80

κύμανση	 Γ’ 40

λογαριθμική συνάρτηση	 Α’ 24

μέθοδος ελαχίστων  
τετραγώνων	 Γ’ 106

μέση τιμή	 Γ’ 12

μεταβλητή	 Β’ 18

μεταθέσεις	 Ε’ 50

μέτρα ασυμμετρίας	 Γ’ 9

μέτρα διασποράς	 Γ’ 38

μέτρα θέσης	 Γ’ 11

μονοτονία	 Α’ 26

ολικό ελάχιστο	 Α’ 29
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ολικό μέγιστο 	 Α’ 29

ομαδοποίηση  
παρατηρήσεων	 Β’ 87

ομοιογένεια	 Γ’ 60

ομοιόμορφη κατανομή	 Β’ 114

όρια κλάσης	 Β’ 87

όριο συνάρτησης	 Α’ 32

παλινδρόμηση	 Γ’ 94

παραβολή	 Α’ 21

παραγοντικό	 Ε’ 51

παράγωγος συνάρτησης	 Α’ 78

παράγωγος σύνθετης  
συνάρτησης	 Α’ 94
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παράγωγος της f στο x0	 Α’ 61

πείραμα τύχης	 Δ’ 96

περιγραφική στατιστική	 Β’ 11

πίνακας συχνοτήτων	 Β’ 58

πλάτος κλάσης	 Β’ 89

πληθυσμός	 Β’ 19

ποιοτική μεταβλητή	 Β’ 21

πολλαπλασιαστικός νόμος	 Ε’ 82

πολύγωνο  
συχνοτήτων	 Β’ 76, Β’ 100

ποσοτική μεταβλητή	 Β’ 22

πράξεις με ενδεχόμενα	 Δ’ 104

πράξεις με συναρτήσεις	 Α’ 16
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προσθετικός νόμος	 Ε’ 23

ραβδόγραμμα	 Β’ 65

ρυθμός μεταβολής	 Α’ 64

σημειόγραμμα	 Β’ 83

σταθμικός μέσος	 Γ’ 20

στατιστική ομαλότητα	 Ε’ 11

στατιστικοί πίνακες	 Β’ 35

στιγμιαία ταχύτητα	 Α’ 52

συμπληρωματικά  
ενδεχόμενα	 Ε’ 21

συνάρτηση αύξουσα	 Α’ 28

συνάρτηση γνησίως  
μονότονη	 Α’ 28
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συνάρτηση ημίτονο	 Α’ 25

συνάρτηση πραγματική	 Α’ 13

συνάρτηση συνεχής	 Α’ 39

συνάρτηση συνημίτονο	 Α’ 25

συνάρτηση φθίνουσα	 Α’ 28

συνδυασμοί	 Ε’ 55

συνεχής μεταβλητή	 Β’ 22

συντελεστής γραμμικής  
συσχέτισης	 Δ’ 10

συντελεστής μεταβολής	 Γ’ 57

συχνότητα	 Β’ 52

συχνότητα κλάσης	 Β’ 91

σχεδιασμός πειραμάτων	 Β’ 11
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σχετική συχνότητα	 Β’ 56

τεταρτημόριο	 Γ’ 29

τοπικό ελάχιστο	 Α’ 31

τοπικό μέγιστο	 Α’ 31

τυπική απόκλιση	 Γ’ 51

υπερβολή	 Α’ 22

χρονόγραμμα	 Β’ 84
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